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函数 逼近 有 很 久 的 历史 ， 其 理论 研究 的 核心 是 用 简单 函数 或 较 窗 函 
(如 代数 多 项 式 、 三 角 多 项 式 、 样 条 函数 、 整 函数 等 ) 来 盘 近 一 类 较为 复杂 或 
较 广 的 函数 ， 以 及 研究 逼近 的 定性 和 定量 问题 。 实 变 函 数 以 及 全 纯 
数 和 球面 调和 函数 的 盘 近 理论 已 有 丰富 的 内 容 ， 但 是 多 复 变 全 纯 函 数 空间 各 
近 理 论 尚 待 建立 和 完善 。 

本 书 是 在 笔者 博士 论文 基础 上 加 以 补充 完成 的 ， 涵盖 了 多 年 来 较 新 的 学 
术 成 果 ， 其 中 大 部 分 业已 公开 发 表 。 本 书 以 多 复 变 全 纯 函 数 空 间 为 主要 研究 
对 象 ， 围 绕 中 心 逼 近 定 理 展 开 多 复 变 全 纯 函 数 空间 的 逼近 研究 。 如 : 引入 了 
新 的 与 测度 jy 相关 的 Q, fe A, 全 纯 函 数 空 间 ， 统 一 处 理 了 众多 函数 空间 包括 
BMOA, Bloch, Q,, Hardy, Bergman, Lipschitz, Qk, F (ps q; s). È 
代数 ，Bargmann 空间 ， 建 立 了 Q, 和 A, 空间 上 的 多 项 式 逼近 的 正 递 定理 ; 在 
多 复 变 全 纯 函 数 空 间 中 研究 了 开 一 泛 函 理论 ， 即 建立 了 Q, 空间 上 的 强 逆 不 等 
A, ZAARA Riesz 算 子 的 弱 等 价 性 、 开 一 泛 函 和 光滑 模 的 等 价 性 、Mar- 
chaud 不 等 式 等 理论 ; 将 刻画 Hardy 空间 边界 值 光 滑 性 的 Hardy— Littlewood 
定理 推广 到 Bergman 空间 ; 最 后 还 将 关于 Dirichlet 函数 类 的 Fejér HF 
理论 从 单位 圆 盘 推广 到 单位 球 上 等 。 

多 复 变 全 纯 函 数 空 间 和 逼近 论 的 研究 丰富 和 完善 了 现 有 多 复 变 函 数理 论 ， 
由 于 逼近 论 在 实 分 析 、 复 分 析 、 调 和 分 析 、 计 算 科 学 、 信 息 理 论 和 数理 统计 
等 领域 具有 重要 作用 ， 因 此 ， 多 复 变 逼 近 理 论 具 有 广阔 的 应 用 前 景 。 

由 于 水 平 有 限 ， 书 中 难免 有 不 足 或 芯 漏 的 地 方 ， 数 请 广大 读者 批评 指正 ， 
一 并 表示 感谢 ! 
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书 的 主要 内 容 简 介 . 
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函数 逼近 理论 的 研究 具有 悠久 的 历史 中 ,在 1885 4E. Weierstrass 发 表 了 
著名 的 定理 ， 即 紧 区 间 上 的 连续 孔 数 (周期 函数 ) 都 可 由 代数 多 项 式 (三 角 
多 项 式 ) TRE. 从 此 逼近 论 得 到 迅猛 发 展 ， 特 别 在 实 函数 逼近 论 已 形成 
较为 丰富 的 内 容 . 其 研究 的 核心 为 用 简单 函数 或 较 窗 函数 〈 如 代数 多 项 式 ， 
三 角 多 项 式 ， 样 条 函数 等 ) 来 盘 近 一 类 较为 复杂 函数 或 较 宽 函数 ， 其 中 心 逼 
近 问 题 是 研究 各 类 孔 数 的 光滑 性 (如 连续 性 ， 可 微 性 ，Lipschitz 光滑 性 等 ) 
Sa EE GH) 的 相互 关系 ， 即 正定 理 (Jackson 定理) 5j 3s iE M 
(Bernstein 定理 ) . 同时 引申 了 许多 其 他 的 通 近 问题 ， 诸 如 算 子 的 构造 通 近 问 
mal, (ANG, AEA Amie. OGD 人 一 泛 函 ， 一 些 相 关 的 不 等 式 等 . 
函数 逼近 理论 首先 从 实 连续 函数 开始 ， 逐 渐 被 引入 到 单 复 变 函 数 中 去 ， 并 产 
生 许 多 类 似 的 结果 六 . 但 是 多 复 变 全 纯 函 数 空间 通 近 理论 结果 较 少 . 本 文 将 研 
RB dd AE Ae hl p ACS [i] VE BLS. 

本 书 以 多 复 变 全 纯 函 数 空间 为 主要 研究 对 象 ， 研 究 其 上 以 中 心 逼近 为 中 
心 的 逼近 理论 . 通过 引入 新 的 与 测度 jy 相关 的 Q, 和 A, 全 纯 函数 空间 ， 统 一 
处 理 了 众多 函数 空间 包括 BMOA, Bloch, Q,. Hardy, Bergman, Lipschitz, 
Qk, FCp.qss) ， 球 代数 ，Bargmann 空间 . 建立 了 Q, MA, 空间 上 的 多 项 式 

s jw 
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逼近 的 正 逆 定 理 ， 从 而 统一 给 出 了 众多 全 纯 函 数 空间 的 一 致 的 逼近 结果 . 需 
要 指出 的 是 ， 在 此 工作 之 前 尚 没 有 发 现 关 于 多 复 变 全 纯 函 数 空间 上 的 Bern 
stein 逆 定 理 的 结果 . 在 多 复 变 全 纯 函 数 空 间 逼 近 论 的 研究 中 ， 我 们 还 将 引入 
径 向 导数 定义 的 KK 一 泛 函 ， 并 以 此 为 工具 建立 了 Q, 空间 上 的 强 逆 不 等 式 ， 多 
项 式 通 近 和 Riesz 算 子 的 弱 等 价 性 等 理论 . 我 们 将 刻画 Hardy 空间 边界 值 光 
滑 性 的 Hardy— Littlewood 定理 推广 到 Bergman 空间 ， 克 服 了 Bergman 空间 
没有 边界 值 的 缺陷 ， 这 是 将 Hardy 空间 边界 理论 推广 到 Bergman 2 H AY 
理论 . 我 们 还 将 Savchuk 关于 Dirichlet 函数 类 的 Fejér AF 38 yc HEH M 86 z [i] 
盘 推 广 到 单位 球 上 . 

多 复 变 全 纯 函 数 空间 通 近 论 的 研究 丰富 和 完善 了 现 有 多 复 变 函数 理 
论 .考虑 到 逼近 论 在 实 分 析 、 复 分 析 、 调 和 分 析 、 计 算 科 学 、 工 程 数 学 、 
信息 理论 和 数理 统计 等 领域 的 重要 作用 ， 因 此 多 复 变 逼近 理论 具有 广阔 的 应 


用 前 景 . 


$12 预备 知识 


8121 多 复 变 知识 
为 叙述 本 书 主要 内 容 ， 我 们 给 出 一 些 符号 和 概念 等 . 
设 z= (215 wee Za) 与 w= Cwi» SES, Wy) de 中 的 两 点 ， w 


<z, W> Saw decznw, zel 5V la l He n 
则 B= (EC; |z| <1) BC 中 的 单位 球 . 4 n=1 it, 记 U= (€ C; 
|z| 去 1) ,为 单位 圆 盘 
EDAC 中 的 域 ,， 如 果 对 任意 zED, XEC 和 |X| 二 1， 有 XzED， 则 称 
DHEER. 如 果 对 任意 zED 及 0 过 0 二 2x， RWE ez€D,. WK D 是 圆 型 
域 . 
域 DCC" 上 全 纯 函 数 了 的 径 向 导数 定义 为 


Ac Vl af 
Rf (z) Dy Bor) 


下 面 各 章节 中 ,定义 域 D 将 具体 取 为 单位 圆 盘 ， 单 位 球 ， 有 界 对 称 域 或 


syo 


章 绪 论 


星 形 圆 型 域 等 ， 空 间 X 将 取 定 为 具体 全 纯 函 数 空间 ， 如 Q, 空间 ，Bloch 空 
间 ，Besov 空间 等 (各 函数 空间 定义 具体 看 各 章 ) . 

以 后 各 章节 中 ，C 均 表 示 正 的 常数 ,不 同 的 地 方 取 值 可 能 不 同 . 若 对 任 
意 非 负 函数 f 和 g， 存 在 一 个 正常 数 C， 满 足 {三 Cg， 则 记 fce. 若 同 时 成 
X fzegfülgzf. 我们 记 /二 g. 

对 于 更 多 关于 多 复 变 函数 论 的 知识 ， 读 者 可 查阅 经 典 教材 "1. 
$122 逼近 论 知 识 

光滑 模 (连续 模 ) 是 刻画 函数 光滑 性 的 基本 工具 ， 在 研究 函数 的 多 项 式 
逼近 的 理论 中 起 着 重要 作用 .根据 实际 情况 ， 光 滑 模 (连续 模 ) 也 有 多 种 定 
义 形 式 . 本 书 中 我 们 主要 采用 经 典 通 近 论著 作 吕 中 的 记号 ， 经 典 的 光滑 模 
(连续 模 ) 定义 如 下 : 

定义 1.2.1 令 X 为 定义 在 域 DCC' 上 具有 半 模 上 ， | 中 x 的 函数 空间 . 
对 任 FEX, 9320. r€N. X PR f Ry r 阶 光 滑 模 定义 为 

eC. f, X= sup | Ai fC) ll x. 


其 中 


Ai f(z) = AAT f(z) 一 Hens A fGP a). 
SH. r=1 阶 光 滑 模 也 称 作 f 的 连续 模 ， 记 为 
Ads fr X)= ana fe X X 
易 知 光滑 模 o, f. X) 为 关于 + 的 连续 单调 增加 函数 ， 且 有 oC, f. 
X) > 0,t— 0* ， 进 一 步 一 般 均 拥有 如 下 的 基本 性 质 ? ”7 ， 
(a) a(t, fs X) 关于 +t 是 不 碱 函 数 且 limw(t, f. X) = 0. 


(b) w, Ct, fre, X) < CCo, Ct, fs X ) w(t, gs X». 


C) XP R'f € X, Wat f, X) KCl fix f» X) x 
Cr || R'f || x. 

(dX as Gs fs KS CO +a ele, fs X aA 

TE: 以 后 各 章 也 会 在 部 分 函数 空间 对 上 述 性 质 做 相关 证 明 . 

我 们 称 函 数 w: [0,a] >R 为 连续 模 ， 即 满足 : o 是 单 增 的 连续 函数 且 
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w(0) —0, 3 £50 时, w(t) >0, 及 
e +s) < wt) +s). 
定义 1.2.2 函数 fA EEE MA 
Bfs EI i |SP | e 
其 中 P, 表示 次 数 至 多 为 的 多 项 式 的 全 体 . 
对 于 更 多 实 函 数 和 单 复 变 函数 逼近 论 更 多 知识 ,读者 可 参考 经 典 教 
材 "* 引 及 最 新 关于 球面 调和 双 近 的 书籍 下 . 
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本 书 主要 内 容 为 多 复 变 全 纯 空 间 冯 近 论 的 下 列 几 个 方面 : 
$131 Jackson 定理 与 Bernstein 定理 

函数 的 光滑 性 究竟 对 函数 逼近 速度 产生 怎样 影响 ” D. Jackson 在 1912 年 
证 明了 可 微 函数 的 一 致 三 角 副 近 . 

Jackson 定理 : 若 JEC (0,27)),r € N， 则 对 于 一 切 正 整 数 & 都 成 立 : 


ECP <COR (FS, f 9), 


ERE 表示 f Wk NEER, o> SORR / ”的 连续 模 ， 


Cor) 表示 与 + 有关 的 常数 . 

反 过 来 ， 如 何 利用 多 项 式 通 近 的 速度 来 刻画 函数 的 光滑 性 ? Bernstein 在 
1912 年 得 到 了 下 面 重要 的 结果 . 

Bernstein 定理 : 若 对 革 0<e<1, A Ef) SCOR, k = 1,2,*, W 

f° €Lipa, 

其 中 Lipa 表示 Lipschitz—a 函数 类 . 

其 后 ，Jackson 定理 和 Bernstein 定理 在 许多 实 变量 函数 空间 得 到 了 拓 
展 "， 并 在 一 些 单 复 变 函 数 空间 中 也 得 到 相应 的 结论 二 . 

本 书目 的 之 一 是 建立 单位 圆 盘 上 Q, 空间 ，Bergman 型 空间 等 函数 空间 上 
的 Jackson 定理 ，Bernstein 不 等 式 和 Bernstein 定理 ， 并 把 相应 结论 拓展 到 多 


第 一 章 # 论 


复 变 单位 球 ， 有 界 对 称 域 甚至 星 形 圆 型 域 上 . 我 们 引入 了 与 测度 y 相伴 的 Q， 
MA, 空间， 它们 包含 了 Bloch. BMOA, Q,. Qr, F(p、g、s) ，Dirichlet 28 
间 为 具体 例子 ， 讨论 了 Q, MA, 空间 上 的 Jackson 定理 和 Bernstein 定理 ， 从 
而 统一 得 到 了 诸多 空间 上 关于 有 逼近 的 正 逆 定 理 〈 见 第 二 章 和 第 三 章 ) . 
$132 KK 一 泛 函 

J. Peetre 在 1969 年 首次 引入 K-Z R., KK 一 泛 函 是 通 近 论 的 一 个 重要 工 
具 ， 它 表示 一 个 函数 逼近 的 内 在 性 质 .K 一 泛 函 和 光滑 模 在 通 近 理论 中 起 着 同 
等 重要 的 作用 .一 泛 函 是 研究 线性 算 子 允 近 问题 的 常用 工具 . 我 们 在 单位 球 
B EQ, 空间 的 逼近 研究 中 引入 开 一 泛 困 ， 同 时 利用 Riesz 算 子 研究 了 Q, 空间 
HARARE, ZAREAN Riesz 算 子 逼近 的 弱 等 价 性 ， 线 性 组 合 逼 近 ， 
Marchaud 不 等 式 及 开 一 泛 函 和 光滑 模 的 等 价 性 等 〈 见 第 四 章 ) . 
$133 Hardy—Littlewood 定理 


TMAA U 上 的 Hardy 空间 H^(QU) , 1932 年 Hardy 和 Littlewood 
观察 到 这 样 的 现象 : 导数 Ce) 的 平均 增长 和 边界 函数 f(e*) 的 光滑 性 有 着 
紧密 的 关系 . 

定理 1.3. 15 设 f(z) € HU), lx poo, ER O- az 1. M 


这 里 ，A? 是 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 o€ L*([0,2x)) 构成 : 
wp(t,0) = sup | olez) — oO lonas = OG t 0 . 

Hardy 空间 H^CU) 中 的 一 个 函数 f 称 为 属于 Holder 类 是 指 其 边界 函数 
fe") 在 空间 L*(0,2x) 中 为 Holder 类 ， 即 , fe”) € A^. 故 定理 1 3 1 可 解 
REX Hardy 空间 中 的 Holder 函数 类 按照 导数 增长 的 等 价 刻画 . Kryakin 和 Tr- 
ebels 在 5 中 利用 连续 模 和 本 性 K 一 泛 函 推广 了 这 一 结果 . 我 们 把 Hardy— Lit- 
tlewood 定理 推广 到 有 界 对 称 域 0 上 的 Bergman 型 空间 ， 建 立 有 界 对 称 域 9 上 
Bergman 型 空间 中 的 Holder 类 利用 径 向 导数 的 等 价 刻画 〈 见 第 五 章 ). 
$134 Fejr EX 

周期 函数 可 以 通过 其 Fourier 级 数 的 Fejér STi rs. 在 单位 圆 盘 上 全 

。 5 。 


r>l. 


fle") € A eM, f= o 


Ze 8b EX a [B] CP BER TEE C 


纯 函 数 ARMAR, 最近，Savchuk 得 到 单位 圆 盘 U 上 Dirichlet 
类 由 Fejér 算 子 逼近 的 精确 估计: A f AY Taylor 展开 为 


G) 
f(z) = J ae! , aL, zc€U. 
Fejér 算 子 序列 CASDI T 定义 为 
oo (f) Cz) =0, 


o. f(z) = 3 a — Lae! REN, 


j=0 


单位 圆 盘 U 上 的 Dirichlet 函数 类 定义 为 
D,UW)={f € HU): fl n [Ir |l^dm(z) < 1}, 


其 中 dm(z) AU 上 规范 化 的 Lebesgue 测度 . 


1 


E 13.207 设 1<p<ooml += 1, 则 


CD HER REN, 


Aipa 


2 il 


rS E Dp H^) «i F,(D,,H I< 


(= TTA (4)@—p41)' 
(2) 对 任意 f€D,, 
ll £—o. GO Il vw = oR) — eo, 
其 中 
PLD, FY :一 e CI f-—a GO Ile. 
E,CD,. H^) = sup (EC, 
上 式 中 
E, Cf) w = inf( | f — P || p» P € Pab 
P- 表示 至 多 & 一 1 次 代数 多 项 式 全 体 . 
我 们 将 上 述 结果 推广 到 单位 球 B Ef] Dirichlet KA., 给 出 Dirichlet 
pc Fejér $t YE Hardy 28 AU 2C F B5] 88 0] 3 Xr BA E A dT IL 


» 


à 
| 
Vt 


Jackson 定理 


第 二 全 Jackson 定理 


函数 的 光滑 性 究竟 对 函数 逼近 速度 产生 怎样 影响 ?” D Jackson 在 1912 年 
HEHH T np eg ZI — Sx — ff 3 dm. 


Jackson E38. Zi fEC (Lo0,2r)),rEN， 则 对 于 一 切 正 整数 & 都 成 立 : 


EGO < CIR as, f?» 


其 中 ELCO 表示 f 的 k 阶 最 佳 逼近 ， "o f°) 表示 fF 的 j 


连续 模 , COO) 
表示 与 + 有 关 的 常数 . 
i Jackson 定理 在 许多 实 变量 函数 空间 得 到 了 拓展 2 5 ， 并 在 一 些 单 
函数 空间 中 也 得 到 相应 的 结论 二 . 
EWF, Jackson EHA HH. T ER BUR HI Ze i sag XE b ERST . 我 们 
将 研究 各 全 纯 函 数 空 间 上 的 Jackson 定理 . 
$21 


单位 圆 盘 上 的 Q, 空间 


$211 Q, 空间 


我 们 用 gC, w) 表示 单位 


lak U 上 极点 为 w 的 Green 函数 


2(z,w)=— log | pu (z) |，z,w EU, 
其 中 ge 为 UU 上 的 Mobius 变换 
Pa (z) = = s 


HU) 表示 U E42 iR 
= 


数 的 全 体 , dm(z) AU E Lebesgue 测度 . 函数 f 
€ HU) 属于 Q, ZFAO<p<), MR 


全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


Il fll Q, =sup | IF ee) |? g^ (z, w)dm(z)< 4 oo. 


DR || + la, 为 半 模 . 如 果 模 取 为 1/00) | 十 | flo, » W Q 为 Banach 
空间 CAUS) .熟知 Q =BMOA, Q =Dirichlet 空间 ， 而 且 对 任意 p € 
(1,0°),Q, =Bloch 空间 . 关于 Q; 空间 的 最 新 进展 参见 "和 1. 

ite. Jackson 正定 理 已 由 实 函 数 空间 推广 到 了 单 复 变 全 纯 函 数 空 
间 . 例如 Storozhenko 在 Hardy 空间 H^ 中 建立 了 如 下 Jackson 定理 . 

定理 2.1.1 存在 & 次 多 项 式 P; 和 正常 数 C(k) ， 使 得 对 任意 0 
<ptiee, A 

| £— Pi lie <CCh)wA/k, f. H^), Vf € H*. 

ZD E E EUER pu d 

假设 fE HU), WERA Taylor 展开 


f(z)= Tar, a; EC > (2. 1 
函数 了 的 径 向 导数 及 高 阶 径 向 导数 定义 为 


Rf(z)= >) jajz’, Rf = RR” f), r € N. 
j=0 


自然 的 问题 是 定理 2 1 1 在 pc=e 是 否 成 立 ? 即 给 出 BMOA 或 更 一 般 Q, 
空间 上 的 Jackson 定理 . 我 们 将 得 到 比 定理 2 1 1 更 深刻 的 Q, 空间 中 的 高 阶 
Jackson 定理 . 
$212 SESMA 

为 构造 逼近 多 项 式 ， 我 们 需 引 入 一 个 [一 x,x) 上 的 复 测度 : Bao. 

市 JE en 


dut Ce) iC} Cœ”) a 


1— æ” dp ， 


N 
x 
F 


a TOOLDPCG +1) 
Tetay ^ 


从 下 面 引 理 2 1 2 GR f—1. r=) AR: 对 任意 p € 0,1] MEN, dut Co) 
都 为 [一 x,x) 上 的 概率 测度 . 
当 o=1 时 ， 记 
。8 。 


Ci = (ami 


第 二 章 Jackson XP 


dure dal Cod). 
其 全 变 差 测度 可 由 广义 Jackson 核 函 数 给 出 : 
d|u|= |Ct|* TH (9)dy, 
其 中 广义 Jackson 核 函 数 为 


Ti (Co) = 


我 们 引入 一 类 重要 算 子 Pile], 


IT) Ss „arti Led ra- mj+a) , 
PE] rato > < 1) y ) 之 Tam (2 2) 


它 将 提供 最 佳 逼 近 多 项 式 . 由 引 理 2 1 2 可 看 出 它 与 变量 o 无关. 
引 理 2.1.2 Z: f € HU). WHER z€U 和 任意 p € (0, 1)， 


rtl d > 
PiLfj(z) = SAP. )| fGe*)"z)dutlo) . (2, 3) 
m=1 TE 


7 十 1 +1 
PLZ = HOD i jef FA O —2)7 aa. 
m=1 m la| =o 


(2, 4) 
(2 3) 式 对 o=1 也 成 立 . 
证 明 : 对 任 固定 的 o € (0. 1) ， 通 过 变量 代 换 Soe, A 
r SEF atl 
f f Cpe? )"z) duro) =| fara (7 “a ) aa. 2.5) 
= |x| og 1—A 


由 二 项 式 级 数 (01—w 219». , bw', HP) wl<1, RNA 


a 143) ba Cm, |à | «t1. 
1-1 


因此 ， 式 (2. 5) 中 积分 可 以 被 分 为 两 部 分 


pee atl 


faex (二) = 


fO") CO ae — A pg en 


l= 


HAE -KERMAA | <1 上 全 纯 ， 由 留 数 定理 知 其 在 |4| =p 积分 为 


TE 


全 纯 闵 数 空 间 中 的 逼近 理论 


零 ， 所 以 由 第 一 项 得 出 
M f Cpe® )"z) dpkg) = a. 
记 (2 4) 中 被 积 函 数 为 
Bm (Ad = FOA al — 1) (Ca 二 1) 
由 于 g,Q) 在 除 原点 外 单位 圆 盘 上 全 纯 ， 由 留 数 定理 可 得 


al 


J. | f Q"2)A (1 —20 P dÀ = 2ri * ResCg, (A) .0) 
àl =e 


Phare iA *CL—AY AS dhs 
=e 


(2 6) 


CA T) 


为 计算 上 面 的 留 数 ， 对 (2. 7) 的 左 侧 利用 f 的 Taylor 展 式 ， 再 由 (2 6) 


和 二 项 式 级 数 


A 


EN - NN < TdU+atl) _ 
d. 2) Tr Tr 


我 们 可 获得 Laurent 展开 


=, — xd Td+a+1) lHmj—k 
Bm CA) gie HT Ca 0-1) ; : 


| _ 5 ratetD,y 
ResCg,, (A) 50) it PFC 二 ajz 


结 舍 《2 7)， 有 
rH 


Se eal 0 
Pr 


m=1 m 


rl 
agen Rl ane ped DUcracD,.; 
Bi De edes COD 
[=] 
DO) — ufu Ve DO mj +a) j; 
Pe tay 24 x UP ) 4. R= mj) “7 


= P,[ f] (2). 


这 就 证 明了 (2 3) WI 4), EP oE 0,1). 对 任 固定 点 zEU， 通 过 取 


pl, 我 们 可 知 ;, (2 3) 在 p=1 时 也 成 立 . 故 引 理 得 证 . 
$213 ”误差 函数 的 导数 估计 
考虑 [一 x,x) 上 的 测度 对 任意 1>p>0, 7>0, a>0, 
dut" (g) = |Ct |'g* ^ OTT Go) dg 


« 1) s 


(2. 8) 
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HU 


我 们 回忆 


Aiea Sei 


m=0 


引 理 2. 1. 379. Bo<p<l, 0<r<l. E f 在 闭 单 位 圆 盘 口上 全 纯 ， 则 


[ls | fere | 0 ) z5EL—M9 | PEED (2, 9) 


证 明 : 取 单 调 递增 序列 r,> 0, n=0, 1, 2, R ro=r. 由 Cauchy 积分 
公式 易 知 


pia f G2). 


"do. 


ded. ÉL. 
js ! al dag- | | pis 


则 
sup| f Cre?) | Gr, (Fe—re 1) "supl f Cre") | 一 到 | | f Cre") |^dt , 
9 ! 


即 
M. Ga, PD KC — rea) Mo (res AM， fk = 1,2,- (2 10) 
其 中 M-(r， D — sup | fre") |. 
Mir, f) SMO, DPMO, f). 
结合 (2.10), 有 


n a-p” 


M,G, f LM Cr,, f) MiG, BE rece M? Cr, f). 
1 


4 ra —0, 上 式 可 重 写 为 


a—py* 


Mi trs fy MEDI" trys aile = Met in, f). 
k k—1 


再 由 M, o, f) 的 单 增 性 ， 我 们 可 得 
limsupMo-?"" Gr, f) < lim MSP" (p, f) = 1, 


nce 


和 


limsup [[ Mg 3 Cry fx lim [[ M^ p Co, f) 


nc =0 


= = limMj2:- ica Co. P= M,Co. f). 


nx 


«pw 


全 纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 
Br, — re = (Co 一 站 (CR T^, = dye CE. 则 
I Fy a—p)* « TT Lu Ow 
k=0 e] k=0 = 
<r) TT G9» 2c, Ge. (2 11) 


故 有 
Milr, PEC,p—r) M,Cp, P). 
对 任 SEH (U)， 可 得 
Mor, NLG lim(o— D^ UEM Cos FY = Cyl — r) “My Cos P). 
2|38 2. 1. 4 对 任意 1>7>0, R-1EN#M fEH (UD, 有 


| FG) — PEF])GD |" e a. | CAZ f | dot?" Cg). 


(2 12) 
WEB]: 对 任 oE (0. D. ， 我 们 有 
(fled =P, f] ce)’ 
=|" Er gere Pee -y duh Cg) 
1 
gii HESS )4' (Coe? )” 'g) Coe?) dto, 
其 中 
i k+l atl 
duh (9) = iCi (e) (E de. 
Tæ" 
显然 
| Cf Cz) — PLAICE) |< Go" | F(ge* 2) |do » (2 13) 
其 中 


PHL r+] 
Fe SF ie ee 


m=0 
1 一 (人 piel atl 
( 1— ge ) 
在 引 理 2 1 3 中 取 g(X) =F. z), HANER (2. 13) ， 得 到 


«E s 
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HU 


[Fe P Ery |* 


7 十 1 
pa” ame [ i ) £'Cnmoem 


m=0 


i 
s o dut™ Co) 


m 


m 


= cl | CAT FG 


"dog Cg) 9 


其 中 dug (eo) = [Ct [t7 1—p)™' Tet (ode. 

注 : 尽管 后 面 我 们 只 是 利用 引 理 2 1 4 中 w=1 的 情况 ， 得 到 其 一 般 的 情 
况 还 是 有 意义 的 . 

31 2.1.5 若 &，8EN， 则 对 任意 BEN, 


Ba — | Ti(g)dg ~ k , 4 k >H 0 ， 


而 且 存 在 一 常数 C*， 使 得 


引 理 2.1.6 车 0 过 gy<1 和 Na 十 1) 之 + 十 3， 则 对 任意 &EN M p= 
1 
1—4, Ai 
[^ lag E DM dott (o) = OC) k++, 


dug” Co) = |C; 
由 引 理 2 1 5 得 


Io! (1 OT THT pde. 


| (kol +D Tat Godg = 2| lkol + D? TET (go dg 


-2 SUE le 


m=0 


"TH (dg 


i QC) ) . 
注意 到 (1 — g)r* e g^ ,oo 一 1 和 


TR+a) 
(Torta +1) 


| Cz 


=y 

) T = m 
这 就 得 到 了 所 需 结果 . 

引 理 2.1.7 XP f€Q,,. 620, A750, r€ N, W 


EU oe 


全 纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 


Wr Qo, ras Q,) « (A7 D^, (8. fs Q,) . 
WEB): Xf nm 利用 归纳 法 ， 易 得 (参见 中 ) 


n—l n—l 
ALP tO » s WIDE (asco ) ; (2 14) 


fc £2 
4 n= [A]. HB [A] 表示 小 于 等 于 4 的 最 大 整数 . 由 光滑 模 的 单 增 性 和 

(2 14)， 可 得 
w, Ads f; QD Sw, ((n+1)8, f; Q) 
& at Dol f» QU 
< 


AFI w, f, Q). 


§2 1 4 Jackson 定理 
引 理 2.1.8 ÆrEN, R'£€Q,, W 
f; Rf, =, RU TCO. 
WEB]: 由 归纳 法 只 须 证 明 : ZPR/CQ,. M FEQ. 
熟知 Q, 空间 的 下 列 等 价 刻画 (BRP), (EQ, SAMY 


sup), Oa- [pel Em coe o 


sup [RFC I1. — Los CO [dm C eo. 
我 们 将 利用 下 列 Hardy — Littlewood RÆ (A mM), 对 VYV gle) € 
HU) WURVa>—l, A 
| lecol'a- | z |? )%dm Cz) 
<C([Re (|? +) Rewa |z|2)*"?dm(z)), (2 15) 


MAZE (215) ma p. W 


Rf (xz) 
(1—<z,w))? 


g(z)— sw cU. 
在 不 等 式 (2.150 两 侧 同 时 乘 以 (1 一 |w|*)*, 得 到 
[IR FG |? (1 — |[eCGO | D^dm Cz) 


a 14. 
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« CCA— [w|?»? | fco) |? 十 


| R f(z) 
U CL — (z,2))* 


首先 我 们 假设 p>0. 因为 
R f(z) 
Re — iem» | 


JR? f(z) (1 — (z,w))? + ple. wR f (x2(01 — (z,w))^! 
(1— (z,1))?^ à 


通过 直接 计算 ，(2 16) BH 
人 |R f(z) 


C((1— |w | R? fco |? + 


2 
(1— |w|55*a — |z| dm(z)) . (2. 16) 


9 


?(1— |o, CO |? D*dm GO < 


|R f) |? 2\p71 — | 5| 2y0H2 
| Gide a beO [| 29 di Ca t 


ir 2 
”| eq RES et | ze P C1 — |e |?" dm (2) + 
U — Om, 


[RFR f G2 | Jar os Tos e a 
2p] IL — dayne) [882 [wl ro |z| dmz) . (217) 


显然 (1— |w|*)? | R FCO) |* xz C. HAM RF EQ. A 


| R? f(z) |? 2)e(] — BASES. 
J. ld —izw [9 | w | PCL |z| »?™ dm Cz) 


=] Ig fco |*a [Bn | D^Q — e D*dm GO 
U 


< sup] IR fola lg [dm «C. (2 18) 
wEUJU 


BGE REQ,» Am 


sup| |RfGO|'ü—|eG |D'amGO <C o” (219 
we Us U 


利用 ”中 定理 2 1， 我 们 知 f € BC Bloch 空间 ) 而 且 
sup1— Ja | Ff CO | & C, Vs € N. 


则 
| | Rf G2 |? 


U [1— (zw) | 


gar 4 [wl 2^ (0.— | z | 0^? dm GO 


s JB uw 


Bex SI) PRIA 


Q— |z|?»? 
v | (1 —<z,w)) | 4 


& C, (2, 20) 
其 中 最 后 一 步 ， 使 用 了 中 中 性 质 1. 4 10. 
同 理 ， 我 们 也 可 得 


< (sul — | e| |R fa- lwl f dit 
zEU 


2 
| [REOR FO [| a jwa eD ame) <C. (2D 
U 


(1— (z,w) |” 


HO 17) - (2 21), Al 


f RfÆDPA-— |g | dma) SC . (2 22) 
U 
当 p=0 mt, m (2 16)， 我 们 可 直接 得 到 


| | Rf GO |?dm(z) < C| R? f0) |? +] |R? f(z) [271 |z|?) dm Ge» 


« CCR! FCO) |? +] |R? f C2) |* dm CD 
: 


e dH (2, 23) 
由 (2 22) 和 (2 23) 知 f © Q, . 引 理 得 证 . 
51 2.1.9 对 任意 f(z) € Q,.r€ NNs€E NU (0) fln 90. A 
AF E e SAL AR D lo, (2 24) 
WEB]: 易 知 
Ailey = CAT Fs), 
CA; Cf Ce” D = e? « CAL f) Cee”), 
由 和 定义， 对 任意 SCH U), A 
(Rf) Ge?) =— i Z Ge) i (2 25) 
由 归纳 和 25 . A 


r 


h h 
rs f(g) = ss 9 s iO, 十 … 十 0) " 
Ar f GO |, |, TRE "Aj f Cee" 2d0, *-: dO, 


h h T 
= | ww ; 9 iO HHA) u 
i J. Bs (B00 Tis dé, 


h h 
=| -| CARI f) ze tt dO dO, . (2 28) 


S s 


G6 £5 Jackson I 


WHEE 0 € [0.2x] . Æ 


— y 


1— we | = gw). 


g(ze” ,we” )=— log 
再 由 测度 din Cz) 的 旋转 不 变性 可 知 
| RP.(z) la, = sup| | (RP. GO! |* g^ Giu) dm (z) 
=sup| | (RP, Ce” ' |? g^ Cee? ,w) dm ze?) 
— sup i: | (RP, Cze”) |? g^ Cze? we" )dm Cz) 


ue? EU U 


=sup| CRP, Cee’ | g edm - (2 27) 
wEUJ U 


FH (2 26), Minkowski 不 等 式 , m(z) 旋转 不 变性 和 (2. 27), 我们 有 
| AZ" f Ile, 


二 (sup | (CAS £00 G2 |? g^ (zw) dm GO ) 
t 


weU 


h h : z 
ana (| zi | CAR" PY Gel") | dendi.) gr es) dn G2) 
EUJ U 0 0 
h h sup| Spr £y (Spi +48) 2 oP ) 
al -| (Sub). CCAIR PY’ Ge [D g ddm) ay gp 


— A* || ARS) Ilo. 
定理 2.1.10 BO<p<oo,r€ N, a>r+2, k-1€ N. ESO = Daz 


AIRS EQ,» W 


kl 
DG) S "TT dash! b^ DIUk—mj-ca) j 
fo rataa! My ( m p2 TR “* 


< Cla)k "w/k, R'f:Q,). 
特别 地 ， 存 在 一 正常 数 C， 独 立 于 上 和 有 &， 满 足 

En Q < Ck "mlb RF QQ YR EQ. 
证 明 ; 在 (2 12) 中 取 w=1 可 得 


Q 


j=0 " 


kaa- EGO |< c[ | Art FG! [du th" Go. 
由 上。 o, XE XLI Minkowski KÆR, 我们 有 


17 * 


全 纯 函 数 空间 中 的 逼近 理论 
| £— ELM o, 


1 


sup B 


= (cee, |G) 一 PL fC)’ |? g? Gu dm G)) 


s caf, (| | Ag FG" ldvr" Cg ) 8 ac! ty vind dence D 
= cl" (set), | CAS f C2)’ |? g^ (2, w)dm Cz) ) dug Cg) 


C| AFC llo dv f(g) 


acf wnllyl: fr Q do tC. (2 28) 
MalSrt+2, MatlSr+3. 由 引 理 2 L 7. 9|382. 16 和 (2 28)， 可 得 
Em (f,Q,) < I f—P.LF] | Q, 

Seas Ujk fa gl” (I&g| HD dup (Cy) 
<Cw,+1 (1/k, Fa Q,) 
< CR ^y (1/k, Rfs Q,)> 
其 中 最 后 一 步 使 用 了 引 理 2 19. 定理 证 毕 . 
FS) eA BE |? do A | © I pvos 是 等 价 的 . 对 BMO 空间 也 可 参 
TL, 我 们 可 直接 得 到 下 面 推论 . 
推论 2.1.11 HO<p<co, rEN,aSrt+2,k-1EN. f=)", 


az fI R'f € BMOA, Wl 


az 


TCR 一 7 ” 


TCR) = ml r 1 = Tk mj - a) j 
po sits Sco (t rama 


< Cla)k”w(1/k, R'f, BMOA). 
特别 地 ， 存 在 一 正常 数 C， 独 立 于 f 和 k， 满 足 
Em (f, BMOA) < Ck wll/k, R'f, BMOA), V Rf € BMOA. 
作为 特例 我 们 可 单独 给 出 Q 空间 中 一 阶 的 Jackson 定理 ， 它 是 与 定理 
2 1 1 类 似 结 果 


BMOA 


定理 2.1. 12 HO<p<oo, a1, R-1€ N. # f(z) =) V az € 


DiE 


MR 


G6 E35 Jackson 定理 


Q,. W 


; rk) Me jal. 4 
be age me | 


特别 地 ， 存 在 一 正常 数 C， 独 立 于 上 和 有 &， 满 足 
Epa Cfo Q) L Cell es Fi Qr YF EU, 
很 明显 ， 定 理 2 1 12 为 定理 2 1 10 中 r=0 的 情况 . 


< CCa)o(1l/R, fs Q,) 


$22 星 形 圆 型 域 上 的 Q, 空间 


S DKC 中 的 圆 型 域 ， 即 对 任意 zED 及 0:0 Za. dV e"z€ D. 

设 本 是 任意 指标 集 ，{jw)ier 为 D 上 一 族 非 负 co 一 有 限 Borel 测度 . AT 
我 们 固定 OK<. 空间 Q, = Q,CD) = Quo D) 是 由 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 
数 了 构成 : 


l/p 
I flam sup, Ev CO "date | om (229) 
as a€r D 
其 中 Vf) = GE Go B cep 为 了 在 = 点 的 复 梯度 . 
1 n 


假设 测度 {pa GO oer 满足 下 列 条 件 : 
© I+ lle, 为 半 模 ， 即 
| f | a, = 0=> f = const 
GD Q, 包含 所 有 多 项 式 . 
H HOD) 表示 D 上 所 有 全 纯 函 数 的 集合 . 如 果 DD 为 包含 原点 的 圆 型 域 ， 
则 对 任 fEH CD)， 存 在 齐 次 多 项 式 展 开 


fun = V FD, (2 30) 


j=0 


其 中 F(z) 为 了 次 齐 次 多 项 式 BRAE D PAW . 我 们 考虑 的 重要 算 子 


TG) DT Doe 
Pf] = RM nni Py. (2 31) 


其 中 /具有 展开 式 (2 30), REN. 显然 Pi[ SI 为 至 多 & 一 1 次 多 项 式 . 
为 了 进行 梯度 估计 我 们 需要 引入 [一 x,x) 上 的 一 些 测度 : 


« 19 « 


全 纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 


s(1—h) m 
dm,(g) = |Q Bi Er olip (2 32) 


D. EN. 为 大 于 二 一 1 的 整数 ，kEN， 


1 PODPG-T 10D 


6 
Wo d IUBE ` Ub S3) 
和 广义 的 Jackson 核 (参见 [1j) 
sin Se ty 
sin £ 
2 
测度 dm, Co) 拥有 重要 性 质 〈 见 引 理 2 2 8) 
sup | Ck lolt Ddm,(p) < co , (2, 34) 
KEN d Erud 


若 域 DCC" 又 为 星 形 的 ， 即 对 任 xzED,，AEC 和 | 过 1,， 有)zED， 则 
我 们 考虑 穿 过 给 定点 zED 的 截面 
S.= {az € D:a € C, j|al< 1}. 


其 边界 为 
8S.— (e*z € Dig € R). 
我 们 通过 函数 在 边界 9S. 上 的 梯度 估计 给 出 算 子 PL] 点 态 梯 度 估计 的 上 
界 〈 见 下 面 定理 2 2 2)， 从 而 导出 Q, 空间 上 的 Jackson 定理 〈 见 定理 2 2 3) . 
我 们 的 主要 结果 如 下 : 
定理 2.2.1 设 D 是 星 形 域 , RON, MO<y<s=min{1, p). BALE 
[一 rr) 上 的 测度 dA, MAF I,:Q,CD) > HCD) 满足 


sup | (ao ED ted < =, (2 35) 
BEN J [a8 


WHER SEQ. A 
[ZL] — fG» | 


sew) | V (G2) — f) 'dàs Co )' > (2 36) 
i272] 


则 
| TL fic) — f Ge) | Q, < CCR)w(C1/R， f. Q2. Vf € Q, . 
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S E35 Jackson 定 


Mn 
di 


5382.2.2 设 D 为 星 形 圆 型 域 和 syE 0.1]. 则 存在 算 子 P,[.] 和 测度 
dm, 满足 (2 360 , (2 35) ， 使 得 对 任意 f € HCD) 成 立 


| V PLEIE — f(z» |< Cl) (| | VCfCe*z) — f(z) l'amico). 
[一 xz) 


作为 定理 2 2 1 和 定理 2 2 2 的 直接 推论 ， 从 性 质 (2 34) 得 到 Q, 空间 
中 的 Jackson 定理 . 
定理 2.2.3 设 DD 为 星 形 圆 型 域 . 对 任 f€Q, KREN, A 
BG S< OO eL. Fs QI. 


$22 1 积分 公式 
在 (2 380 中 将 引入 的 算 子 Pile] 提供 最 佳 逼 近 多 项 式 . 它 在 星 形 圆 型 域 
上 有 两 个 积分 形式 . SRF PLL] 关联 的 是 [一 x,x) 上 的 复 测度 : 
( yen btl 
ite =e 
MENQ (x | 1— æ" 
OO eR 
测度 duke) 都 为 [一 rr) 上 的 概率 测度 ， 这 从 下 面 引 理 2 2 4 Of f—-D 
可 以 看 到 . 
M o=1 时， 我 们 也 记 


do, 


dv, = dp: CQ). 
其 全 变 差 测 度 显然 可 由 广义 Jackson 核 函数 给 出 
d|w|— |Ct|* Th Gode. 
引 理 2.2.4 KD ARIA Mh, f C HCD). WHER: Ee D, 


P,LfI@= ie fKqe*z)dut(Go) , Yo € (0,1), (2 3) 
PiLf (= af i faz) * Aaa 77d .,Vpec OD . (E 38) 
Al =e 
证 明 ， 对 任意 固定 的 。E (0,1) ， 通 过 变量 代 换 1 = ce* 有 
k [— 7h b+1 
"y 7 uL. 
lw Podat = af fea s (2 39) 


现在 利用 二 项 式 级 数 (1 — w — 14+) dw',|wl<1, 得 到 


(1— yer a 1+ Saato, 


i=1 


a pL ow 


全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


这 样式 CZ, 39) 中 积分 的 第 二 项 可 被 分 成 两 部 分 
fs» *0—A) 7 十 cola —Ax rg 
I uS = TE A fir A) d E] A | <1 是 全 纯 的 ， 由 留 数 定理 知 积分 在 |4| =o 上 为 
0， 所 以 由 剩 下 第 一 项 得 到 
| Ferodo caf 
id (2. 38) 中 被 积 项 为 


gO0-— fA E (2, 40) 
因为 gQ) 在 除 原点 外 的 单位 圆 盘 上 是 全 纯 的 ， 则 由 留 数 定理 得 


" FAJA” (0 —A) 7? a. 
Al =e 


Ir | f GA (0—20 7" AA = 2zi ResCe 0) . (2, 41) 
ASE 


计算 上 式 中 留 数 ， 利 用 f 的 齐 次 展开 ( 见 (2. 3000 和 应 用 二 项 式 级 数 
(1—ay em = Y Td+6+1) 1 


il T6 -T- 13 À 
于 (2 41) 的 左 侧 ， 得 到 Laurent 展开 


AN cn TUTET as 
s= MEG NN ED 


RE 
al 


DO y: PULSED 
Res(Cg(CA) ,0) ey LIT T1) 


结合 (2 4D 的 结果 ， 我 们 得 到 


Peu). 


af fae Loi m ae Pop ITC 43-1) oe 


= PL fj(z). 

这 就 证 明了 (2 37) 和 (2. 38) PoE 0,1) 的 结果 . 对 任 给 固定 的 点 ED 通过 
取 o> 1, ANEX p= 1, (2 37) 也 成 立 . 引 理 得 证 . 
$2.22 Jackson 定理 

定理 2.2. 1 意味 着 具有 某 种 合适 性 质 的 算 子 的 存在 性 ， 可 推出 Jackson 
定理 . 证 明 时 需要 一 些 引 理 . 

我 们 考虑 的 测度 为 c 一 有 限 测 度 ， 因 为 这 种 测度 具有 Minkowski KER: 
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S £3 Jackson 定理 


MR 


5|38 2.2. 57^ Be On M Oo 是 分 别 具 有 一 有 限 测 度 La A po 的 两 个 空间 
. 令 非 负 函 数 了 在 On XO, 上 是 uox v— np RS . 若 I< p<co, Ml 


l/p 


(| (f. Fissidens ) de Go) ! "s 


J. (J, Fda) dpi n. 

引 理 2.2.6 1820, A70, 0 p«oco, s—min (1,5) . S DA C" 上 的 
圆 型 域 ， 则 对 任 SERS Q,.,(D), 

WAS, fr QD « Qc D'^e(. f. Q). 
WEB]: 由 定义 
WAS, f. QD — sup | || f(e* 2) — fCe"2) lla. 

考虑 |0 一 | 二 办 二 (m+)Dd, HH m= [A] 表示 小 于 等 于 1 的 整数 . 

不 妨 设 0 二 久 ， 则 取 区 间 的 等 分 


[9 0) c [ 0, 0 ) , 


Jm 6, —0 8 6:464 E (f —9). 1-0, 1, =, m. 我 们 现在 记 


D,CfCe? z) — flefz) = SID, (fle x) — fleiz), D; = 2. 
1-0 


az 
(2 42) 
由 (2. 42) 和 Minkowski 不 等 式 ， 
[TF — fC")|— (91D; GG) — fi 2) |)? 
j=l 
« (D>) | DD, Crem 2) — fchz)»|'y* 
P= l=0 


n 


< Ala Dt — fotu) y 


1-0 j= 
= X| |V lem z) — fGhz))|. 
利用 简单 的 不 等 式 : 对 O<s<1 Mla, 020. A atb Kato. 我 们 


1 


| V GG? z) — fn) |< ,| V GG) — fGhz)» |") 
t=0 


e DB u 


b E339 C27 B] CP BOE REPE 


这 就 得 出 了 积分 估计 


iN | VCfCe" z) — fCe" z)) dja (z) ) 


E | 0x | V Cf Celia z) — fleiz) | dp. GO ) 
7 一 0 
< 


> 
最 后 一 步 用 到 了 p/s>1 和 Minkowski 不 等 式 . 
现在 我 们 在 两 侧 取 supser 并 由 Q, 及 光滑 模 的 定义 ， 得 到 


(|， | V Cf Cei z) — fleiz) KASE 


| fCe* z) — fCe? z) || Q X ^ | fCe®n z) 一 fleiz) | à 
f 1—0 5 
< Gn 十 Dw’ (0， fs Q,) 
x A+ Do' Có. Fa Q,). 
所 以 , wd, f» Qo QT Dw(G, f, Q), 得 证 . 
现在 我 们 给 出 定理 2 2 1 的 证 明 . 
定理 2 2 1 的 证 明 : 由 定义 
| LC fla, = sup(f | VLA — £C Dd. GO) 
ff agr D 


利用 (2 36) 和 Minkowski 不 等 式 ， 有 
Il ELA] — Ff lle, 


acr 


Es sup(| ,| | V CfCe*z) — f(z) | "dm, Ce) dp, Co) ii 


s|- 


= sup(| :n | V letz) — fz) | "duu D dm, Cg) ) 


a|- 


= (I fee) — f) Madang)”. 
由 定义 

| flerz)— f(z) | Q, < all ols fs Q). 
我 们 利用 引 理 2 2 6 和 假定 条 件 (2 35) 可 得 到 


| I[Lfj—f | Q, < (| jo lel E fs Q ding)" 
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sias 
p 


l/p 


S = Jackson 定 


Mn 


4 
1 


1 " 
=z ("Ge f qo| « [kg |+ D* dms Cg) ) 


定理 证 毕 . 
$223 梯度 估计 
定理 2 2 2 是 关于 具有 某 种 梯度 估计 的 积分 算 子 的 存在 性 . 证 明 该 定理 
之 前 我 们 先 来 证 明 测 度 dm,Co) 的 重要 性 质 (2 35). 
我 们 考虑 在 [一 x,x) 上 的 测度 : 
duet’ (g) = |C | (1— 9 Tai (odo, (2 43) 


c 


其 中 O<p<l, q20,. b>0. 当 p 1 L, 17 一 3， 及 0 为 大 于 二 一 1 的 整 


dm —d T’, 


引 理 2.2.7 ix 81. kEN. W 
ji Os I+ DTEC) dg = OQ?) , 4 k >+. 
WEB]. 我 们 先 回忆 两 个 简单 不 等 式 : 
sin rete, Vx € [0.2], 
| sin kx|<k|sinz|, Var € [0,21 
后 一 个 不 等 式 可 由 对 归纳 得 到 . 记 c 29. WU 


n Cet lr DT Cp dg 


t 


29 
«I : 7| (de It Dade 
m] sin = 
sin > sin 9 
= | tap F Wider d 2) (git + ide 
(#1) sin = UP | sin = 


e a 


的 逼近 理论 


HD 
Iw 
c 
EQ 
- 
Ha 
gi 


gif FG Ddg + 2n'| pC + Ddg 


[0.4 E 
2 
=u 7" ban B| $ : 


(E? — Ir 4 | 


mem d Be | 
= 00"). 


引 理 228 HO<y<1, e 


1 
Wil 
l; p-1—4. ER kN. M 


n „mb 
supl < | ko |+ dug’ (g) < co. 


due’ (o) = |C oe!” A—p)™ Tai Co) dg. 
在 引 理 2 2 7 中 用 & 十 1 RR, A 


| (C|Ae|d- D Tii (de = OCR), 


注意 到 AoT =k, pO” —0 CD, Al 


TORATO+ 1) 
2nr (k +b) 


Ici ( ) 70075. 


综 上 ， 引 理 得 证 . 
现在 我 们 给 出 定理 2 2 2 的 证 明 . 


定理 2 2 2 的 证 明 ， 为 简化 起 见 ， 记 D, WZ. di (2 37) 中 的 积分 公式 


a 


可 知 : 对 任意 固定 p € (0.1), 
D,(PiLf ]]C» =l D; CfGoe*z)) dut Co). 
=r n) 


因为 


tes ig )k+1 _b+1 
dub (g) = iC pe | T fae} 


l— ge" T 


为 [一 rr) 上 的 概率 测度 ， 有 
D; (PiL fj(z)— f(z) = | D; CfCpe*z) — fi» dpt Co). 
|D; (Pi[L fj](z) — fled |< | | Dj (fGe*z) — f(z) |d| | Cg) 


y OG x 


二 章 Jackson XE 


Nir 
au 


«g^ |hCoe* z) | dg, 
[一 rz) 
其 中 
1 — (æt) etl 


hæt = CO, eg — D, fGO 1 [I 0 


注意 到 对 任意 EN, A (C+, 2) 在 可 上 全 纯 ， 由 引 理 2 1 3 知 
ID PLA fo |S] [DEDS | doer), 
rn) 


(2 44) 
其 中 7E 0,1], duf (o) 按 (2 43) BM. 因为 


| fon | = (MN | D; fe) | 3592, 
je 


a 
2 


| VCOP,E£]GO — f(z) |= (> |D; (PLF) — f(z) |^) 


aj- 


< (3 |D; PLF] — fia |1*. 


利用 (2. 44) 和 Holder 不 等 式 ， 我 们 可 得 
| v CPL AIC) — fG» | 


s|- 


| Dj CfCe*z) — f(z) | "do Cg) ) 


一 fy 


a|- 


H (m 2; | D Cf Gt) — f(z) | "dug Cp) ) 


a|- 


i TER (之 | Dj CfCe*z) — fd |*) dot" Go ) 


J 


a|- 


È (. ) | V CfCe*z) — f Go» l'dvt Cp) ) : 
车 取 po 一 1 一 去 和 1 一 >， 则 dur — dm. 定理 得 证 ， 


$224 Q, 空间 
本 小 节 中 , BDC 上 的 单位 球 B. 我 们 会 看 到 Q, 空间 至 少 在 单位 圆 盘 上 
统一 了 BMOA, Q,. Qk MFQ., qs s) . 本 小 节 取 特殊 的 Q, 空间 是 由 非 负 测 度 


e 27 * 


的 逼近 理论 


HD 
Iw 
ce 
区 
Ha 
gi 


du,(z) = h(z,a)dv(z) 
AHA, HPAC, a) € Lie (B, dv) ， 在 任意 点 a ET 二 B 或 B 中 任意 开 子 集 
E, HA hle, a) >0. 

用 vle) 表示 单位 球 B 上 的 规范 化 的 Lebesgue 测度 , ACzO 为 不 变 测 度 

dà lz) = (0— |z|) dule). 
对 f € HOD . ABR BEE MA 
Vif = V (F ° 9p.)(0), 

其 中 o: 为 B 上 双全 纯 Mobius 变换 满足 pg.(0) = z Alg.(z) =0. KE 

Green 函数 定义 为 GCCz，a) = glg.(z)), Hp 


n+l 
2n 


1 
ga — |, : (1 — pyr tpt! dy. 


BMOA Ji PPL zh 4H OME IR]. TERA YA SL) 
f € BMOA(Q) <> sup[. | fe) l'GGsaMdi (2) « oo. 
BMOA 的 推广 为 Q, 空间 
Q,-(f€ HC :sup| | fC) [PG Casa Ca) «ct e 


Q, ZEU 4; — f BMOA 和 Bloch 空间 : Qi — BMOA M Q, — Bloch 空 


Essén 和 Wulan” WEJ T Q, 空间 ， 引 入 了 Qk 空间 
Q= ife HOD :sup| [VS |? Cte a, 
a€B 


其 中 下: (0, œ) > [0, oo) 为 右 连 续 ， 非 负 ， 不 恒 为 零 的 函数 . 
Q, 的 另 一 个 推广 是 (p,qg，s) ER), 


F(p.q.s) = fE HOD :sup| | V f(z) |^ — |z| g a) dv (2) < œ}, 
其 中 glz, a) =log 
=g Layee, 
空间 F, q. s) 统一 了 Q, 空间 ，Bergman 空间 和 Hardy 空间 (参见 
[18,35 ]D ; Fash, TEHRIEIISEU 上 (参见 [19], 
F(2, —2, p) = Q, 


ga(z)| 1H B EB) Green 函数 ， 0c p, s<, JI 


s OB x 


S = Jackson 定理 


MB 


E Q, 空间 中 建立 Jackson 定理 的 关键 是 Q, 空间 按照 两 个 等 价 半 模 的 
刻画 : 


1 


Il f lla, =sup «LV £GO |'GGsa)dAGO |", 


1 
z 


ll Z l ,=sup {| | VF) |*a- |z| DA lat) [dA G2 | 


gn leur n 


多 
n n— 


则 (参见 C7,39 ) 


Il f llo, oo | f Mà, coo. 
F 列 结果 表明 这 两 个 半 模 等 价 


n— 


lera". gi 


n aL, 
Ie lgl * Ha. (2 45) 
证 明 : BAA e lo fu] > | à MAR CBW) . 记 
Mrle =I con] fla s MEISI Col I Fils. 
众所周知 ， 采 用， lo BE. JW Q X Mobius 不 变 Banach 空间 . 现 证 
明 采 用 另 一 模 川 ， |||,» Q 空间 也 为 完备 的 . 


引 理 2.2.9 ix 


id Ela, ) = {z€B:|g(z) |<}, 其 中 or. 则 对 任 zE E an, A 


I— let "ee 1,1— [a]? = 1— lala 
ASEH B), WIVES |? Avia (BRS), ， 所 以 


| [v Peed [FOL le PPa 


Pa GO |?) da Cz) 
>| [sz FC Pa le Pa [s Ged [4904109 
asr) 


=a- |ad| [Trw Pa 
a7) 


z 0- ja P| Yra]. 
两 侧 取 supses， 有 
LFS) fll, (2, 46) 
其 中 | + le 为 Bloch 空间 中 的 半 模 〈 参 见 c5) ， 
4 Uf ccu ||| + a 8d Q 空间 内 的 Cauchy 序列 . 由 (2. 46), 
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Uf) cas 7g Bloch 空间 内 的 Cauchy 序 列 . 从 Bloch 空间 的 完备 性 ， 存 在 f 
EH WE: k>, fim~feBAFRE-MMM. 因此 ， 对 任 7 一 1， 


2, e, Nn 


Əfa of MA 
< $ k 2^ 9 
Oz; Oz; 当 


在 也 紧 子 集 上 也 为 一 致 收敛 . 对 任 >0, WERA N, WE 
| Jaia | à, Ses Mek, m>N. 
由 Fatou 5|, 24 m>N, 


| [V Cf. — £25 A [e| 0*0 — Lai €22 | A Ce) 
B 
=|, lim | V Cha — Fed C29 |? C1 — [m|* (0 — | ale) | * dae) 


< limint [eg t£,— Aa Pa lal pa- 
k—oo B 


gu Cad |?) da Cad 


lim | Fn m | à, 
bon 


lim | f, —f là; —0. 
由 三 角 不 等 式 ， 
I £a s I f£ la, + Il fy M a se Il fy lla oo. 
因此 FEQ. 这 证 明了 取 模 上 f£ ||] à, f Q, 空间 为 完备 的 . 
当 n 宇 2 和 zxEB \ {a}, 有 BW) 
G(z.a) = g(g, GOD) ~ (0.— |g,(2)|2)" 


29-1) 
, 


Qa Cz) 
因此 


(1— | o. C2) PP =< GCz,a). 


BX4xpfeHO».U-l|z|5|vfc|sz|vfxol. Bal 
sup| |v fc (FO — [2/2 — Lg GO [dA CÓ 
ae B 
zx sup| [V f(z) |*G^Cz.a) dA (z), 


即 


s WO « 


二 章 Jackson Xl 


Nir 
di 


II Fla, SII AIT, 


由 开 映 射 定理 知 

FT, SIEI a. 
这 就 证 明了 | f là, IIo. 
HQ, 定义 (2 29) 和 引 理 2 2 9， 易 知 


BMOA . 3r da) = O— [z|?* a — [e CO | date), 
| y E da. G) = A— |z [ŻA |g GO |da CO, 

acl Qk» # du.(z) = K(Gle, a) a), n=1, 
lee gs s)， 车 dns(z) = A— lze|*)%e"(z, a)dv(z) 


因为 空间 Q, 统一 了 上 述 函 数 空间 ， 我 们 得 到 定理 2 2 3 的 直接 推论 . 
推论 2.2. 10 对 任 AEN， 有 
E,(f, BMOA) S w(1/k, f. BMOA), 
EC. Q) m utih f d 
E,Cf, Qk) zE elk, f, Qk) din — 1l, 
E, f, Fps qs sD zz ok, fi Fs ds 3D. 


823 其 他 空间 


这 节 里 ， 我 们 来 给 出 其 他 一 些 全 纯 函 数 空 间 多 项 式 和 逼近 的 正和 定理 . 我 们 
仍 采用 本 章 2 2 节 中 给 出 的 符号 和 定义 . 
8231 逼近 点 态 估计 
首先 回忆 ， 我 们 所 取 的 重要 算 子 P, [f£] OLC 31» : 
DT) Y DG — jy c, 


PLIO = uy TD T -—j) 
其 中 &E N. 
我 们 已 知 Pi[ 用 为 至 多 上 一 1 次 多 项 式 且 具有 积分 形式 〈 见 引 理 2 2 D: 
PiL fj(z) = | f(ee*z)dpi(o),Vp € 0,1], (2, 47) 
—m.x) 
(2 48) 


Pro = a. | LOA — 7 di Vp € Q.D 
Al =e 


«NT x 


的 逼近 理论 


Hp 
ES 
TET 
区 
n 
E 


引入 [一 x, x) 上 的 正 测度 : 


sl) s(o+1) 
dhe Itl (17 4) Bore Co dy, (2 49) 


其 中 s 一 min (1, p), PCT 1 WHR, REN, PM Jackson Bi 


28 


在 区 间 [一 r，r) 上 另 一 测度 : 
dug?’ (g) 一 |C} | p^ OC — gr TER. T (odo, (2 50) 
其 中 O<o<1, y>0, b>0. 结合 (2 49) 和 (2 50), HR 
dm,=dvv"’, 
其 中 p 一 1 一 二 ,9 一 s 和 6 为 大 于 二 一 1 的 整数 ， 
定理 2.3.1 设 DD 为 星 形 圆 型 域 , f€ HCD fisse (0, 1]. 则 存在 正常 数 
C) 满足 


|PiL fj(z)— f |< Ct) (| | fCe*z) — f GO |'dm,Cg) j^ 
一 fyT) 


(2 51) 
其 中 测度 dm, Co) 具有 重要 性 质 
sup| G|g|4- Ddm,(p) < ee : (2 52) 


WEB]. 对 任 固定 的 oE (0. D ， 我 们 利用 积分 公式 (2 47) 
Pf = I: (et dpt gl. 


因为 


T ) k+l _bt+1 


dut(g) = iC} Cæ)" lo 


1— æ? dy 


为 [一 x, mw) 上 的 概率 测度 ， 所 以 有 
ACET SE | fe?) — f Go dpt Co. 
T 


第 二 章 Jackson XP 


| PiLf](z) — f(z) le |. | fKge*z) — f(z) |d | ue | C£) 
一 fr) 


s ge... |h Ge z) |do. 
其 中 
k+l bl 
Blot aD = (s fete — FG] Ee nl 
TERS, 对 任意 5EN,h(., 2 在 U 上 全 纯 ， 由 引 理 2 1. 3 A 
PLA] — fz) |? =| | fCe*z) — f GO | "dug" Co), 
其 中 7E 0,1] M dog Cp) 依照 (2 5D 定义 . 
若 取 p 一 1 一 二 及 =s; N] due?’ (g) = dmi(g) . 定理 得 证 . 
ik: 由 引 理 2 2 8 知 ， 关 于 测度 dm, Coo 的 重要 性 质 (2 52) 成 立 . 
$232 Hardy 型 空间 
本 小 节 我 们 来 考虑 Hardy 型 函数 空间 A, 中 的 Jackson 定理 . 
同样 D 表示 C" 上 的 星 形 圆 型 域 . Hardy 型 空间 A, = A,(D) = A, D) 
为 这 样 的 函数 全 体 ，fE H (CD) HWE 


l/p 
I fll, =sup(] A ld GO | t oo (2, 53) 
^ a€r D 


其 中 工 为 任意 指标 集 ， 和 (pu uc, 是 D 上 的 一 族 非 负 c 有 限 Borel 测度 且 使 所 
有 多 项 式 包 含 在 A, 中 . 
Hardy 型 空间 A, 包含 了 Hardy 空间 ，Bergman 空间 和 Fock 空间 . 为 看 
清 这 一 点 ， 我 们 仅 需 注意 到 : 在 多 圆柱 U" E. A,,(D) 为 Hardy 空间 
HH*(U") » ÆR 
du, rz") = your Godo(z ),a =r € (0, D, 
A,., CD) X Bergman 空间 LA QU") , FAK 
du, x) = dV (x). 
这 里 do Cz 表示 OU" E.) Lebesgue 测度 , dV(z) 为 U” LW Lebesgue 测度 . 
Hardy 型 空间 A, 也 包含 了 Fock 空间 (或 称 Segal— Bargmann 空间 ) . 的 
f. Fock 空间 为 A, 空间 的 特例 : 只 要 取 p=2, D= fl dp, C2 — e 
。33 。 


zu 


Ze 8b B3 C7 [B] CP BER TEE C 


"dV (z), EP m0, dV(z) 为 C Ef] Lebesgue 测度 . 关于 Fock 空间 ， 可 
BE pp 6390,11 等 


引 理 2.3.2. E jy>>0，)>0，0<p<coe 和 =min (1, p}. 则 对 任意 f € 

A, = A,,CD) ， 有 
was, fs A) SAD we, fs A,). 

WEB]. 证 明 类 似 于 引 理 2 2 6， 甚 至 更 为 简单 . 

现在 我 们 来 证 明 A, 空间 中 的 Jackson 定理 . 

定理 2. 3. 3 KDA Mh. 对 任 SCA, MREN, 

Ei(f,A,) <CR wk, f. A,). 
证 明 : 由 定义 


PELIS fla, = TIK |P EFI — fled [Pap D, 


从 定理 2 3 1 和 Minkowski 不 等 式 ， 可 得 
IPLE] lla, 


z sup(| (| | fCe*z) — f(z) | ‘dm, Cg)» dg, G2)? 
acr D [72.0 


1 


= sp(| (Í, | fCe*z) — f(z) |?du GO ) dmi ) 


=f dum = fo Is dmi? 
Lorm) H 


由 定义 , fGetzo — fle) |a, Soele f» AO ， 所 以 利用 引 理 2 2 6 和 
引 理 2 2 7 得 到 


1 


IBE- Flo, < [veli f ADdn GO): 


1 


= (sr fs A) Che |+ Dam Ga)" 


[nay 
ro Fe Apd. (2 54) 
定理 得 证 . 
$2.33 Bloch 型 空间 
Ad. RE DC" 中 Banach 空间 的 单位 球 且 模 为 |. ||. Bloch 型 


+ 34 u 


G^ E35 Jackson 定 


MR 


空间 B* CD) 定义 为 
(Die {f € H(D) :supC1 — Il zl 27 | Rf Cz) |< eo). 
与 证 明 引 理 2 2 6 相同 ， 易 得 下 面 结果 . 
引 理 2.3.4 it f € BCD) fila, >o. WW 
wads f. BCD) S A+Dal6d, f» BCD). 
定理 2. 3.5 MER fc BD) AREN, 有 
E,Cf ,B* VES, f. BD) ). 


证 明 : S PE AC 3D 的 多 项 式 . 则 
RGO,Lf£]— 0) = RT — RfCGO € HOD. 
取 定 理 2 3 1 中 7 一 1， 我 们 得 
PIR — RrPOD |< th (RFC) — RF) | dt^ (o, 


所 以 
| Pf | B® (D) 
= sup — [21° | RPL | 


= sup| d= |ala 2) — RF Cz) | dug” Co) 
z€ DJ [—x,n) 


< | a lol. f£» BODY de’). 
取 2 六 1， 则 由 引 理 2 3. 4 和 引 理 2 2 8 知 
E, CF,B CD) < EG CPB'(O < | PLA f ll em 5 o/k, f, BD). 
8234 DRA 
在 本 小 节 中 ， 我 们 限定 DAC" 中 的 有 界 星 形 圆 型 域 . D 代数 A(D) 为 D 
上 可 连续 延 拓 至 DD 的 拓扑 边界 oD 的 全 纯 函 数 全 体 ， 其 模 取 为 
| f Il aco —max| fæl. 


固定 2. BEN, EX 


1 [ js; i 
—] 
B. > ) (一 1) i 


LEFI = f (ez) Ti Cp) do, 


N 
4E 
F 


5 35 5 


Ze 8b BR C7 [B] CP BER EE C 


Page | Tiie 


在 DD 代数 中 ， RAEM RAR E Ye SEEK OE B, RAN 
的 结果 深化 了 定理 2. 3. 1. 其 证 明 利 用 积分 算 子 LABELS. 注意 
这 里 我 们 用 算 子 五 取代 了 算 子 Pi. 在 证 明 ACD) 中 主要 结果 前 ， 需 要 一 
Bg 38. 

引 理 2.3.6 〈 参 见 [1]) wk, BEN. 

1. 存在 常数 Cok), WE 


fO 


TiC) = D Ci.a (k) coslo. 
l=0 


2. 存在 一 个 常数 Cs 使 得 


[eT Gg ORA u= 0 2972 
0 


引 理 2. 3. 7 对 任意 f€E ACD) 和 &EN，TL 门 (>) 为 至 多 BR-1) 次 多 
项 式 . 


HED: 从 章 次 展开 式 fGO = >) F(z) ， 和 引 理 2 3. 6 知 : 对 任意 4 一 1， 
VON IM Ls 


上 f Cz) T GO dp 


BO 


= E Mr Gers, » C,coslgd 
UT j=0 1=0 


= by C,F,G)] ev cosjugdq. 


jus BGOl-1) s 
从 而 知 LLO 为 次 数 至 多 gas — D 的 多 项 式 . 
引 理 2.3.8 (参见 [42] )” 设 0<6, axtoo, f € AW). Ml 
wd, fs AUD x (Q T 1, . f» AUD. 
引 理 2.3.9 HO<d,A<t+o, f € A(D). 则 
wj 08, f, ACD) < (Q T D'o;(, f; ACY. 
WEB]: 对 任意 5EaD， 考 虑 了 的 slice 函数 f... BI fou = f(wt) ,we 
U. 则 由 引 理 2 3. 8 知 
。36 。 


G6 £5 Jackson I 


MB 


wads fes AUD x At1) a6, foe AUD. 

由 定义 1 2 1， 对 任意 EaD 
wor fer AGED 过 ms f» AIDD 

所 以 
ax 8, fo AUD <A+D es, fes AUD. 
再 由 定义 1 2 1， 得 到 

w (8, f, ACD) < Aol, f, AD). 

引 理 2.3.10 EX AD ERA || * || x 的 函数 空间 . 则 对 任意 SOX 

fll, REN, 


E,(f, X) Sw (Mh, Ji XD, 

成 立 的 充分 条 件 为 

1. 存在 s>O WE: 对 任意 4 ,6 € [0,00 ， 

A wi Q8. f. X) x At Dwi, f. X). 

2. 对 任意 mE N， 存 在 两 个 常数 s. s EN 和 一 个 至 多 s On — s) 次 的 多 
WAG. Lf], WE | GLS] f lx SaC/m, f, x). 

WEB]: 固定 AEN. Km = [k/s] oos « W siGm— s) x ks HUG, A 
UR EA kn. 由 假设 可 得 

| Ga Lfl f£ 2 Rwi(l/m,f,X) 


< ther + 1)ei/ks f» X 
(lk: fa XI. 
BA E CP. X) gr^ | £—Q lx ， 所 以 
EN = GLI Fg. 
结合 上 面 结果 ， 有 E.(f, X) xw/h, f, X), E. 
定理 2.3. 11 ESEA (D) . WER, LEN, 


E.(f, ACD LUE f, AQ»). 
证 明 : 对 任 <YE 3D， 由 ALSO 定义 和 引 理 2 3 9， 我 们 得 到 


LEGO- fO 2 


| C D'! AL f (OD Ti Gg de 
b. 一 至 


«37 5 


全 纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 


<= I aol» f» ADIIT! Cade 
kp 


< (p fao») (1 + 2g) TE Gg dg 
0 


E d ud. " aa» jf 73: (;,) BPTI de. 
of 


Hy 2821-2. 利用 引 理 2 3 6， 可 知 


LEIO- FO LS C (7 f, AQ»). 


所 需 结 果 可 由 引 理 2 39 和 引 理 2 3. 10 得 到 . 
$235 Lipschitz 空间 


S Dy C' 中 的 有 界 星 形 圆 型 域 . Lipy CODO 由 满足 下 列 条 件 的 f € ACD) 
构成 : 
| Df Ce^£) — Df CO | L| A |? 
IES |a| m M CC oD 成 立 ， 其 中 工 为 与 无 关 的 常数 . 
定理 2.3.12 te f€Lipy (D) . W 


Elf, ACD) < LEZ , VREN. 

证 明 : FE. DAR: 对 任意 f € ACD) 

Ap? f Gs 0) 
三 gi f, tate poema 

=|. we dom Ce  Ddr, adr CA 55) 
-| TL ei bir gn E » Ddr, 

ton” d" 
其 中 

a euh. 


E fELip™ (D), Mj Def € Lip, (D), |a| tu m. 所 以 
|Z*fCe*g) DFO Ll Al” 
因为 
。 38 o 


MR 


G6 £5 Jackson I 


df i0 ci : of i i0 i0 
de * €) PEL Ce Cis 
我 们 有 ， 对 任意 O<y<l, 


af (qp) — df 
É GPP — es 


n 
22? 
x 


gal 


= Oh’). 


of if n of 
Bu, Ce") e Bz, «| 


of ih ih — : of ih _ of 
pa (e ole Ie E E Ceg) ER e, 


这 意味 着 SE Gb 作为 关于 0 的 函数 是 次 数 y 的 Lipschitz 函数 . 由 定义 ， 


RMA: TL Cet) 作为 0 的 函数 也 为 次 数 y 的 Lipschitz 函数 . 
因此 由 公式 CAR 55) AH 
AFROS AA, 
所 以 ， 


1 
pec 


on (qr f: AD))< 


由 定理 2 3 11 可 得 到 所 需 结果 . 


$236 Besov 空间 


本 小 节 中 ,我 们 总 假定 也 为 C" 中 的 单位 球 B 或 单位 多 圆柱 U. 我 们 取 
XE UN BE dj 为 旋转 不 变 的 ， 即 ， 下 面 有 一 项 是 成 立 的 : 

Ci) 对 任意 zED, aET RH 0€ R. A dpal) = du, (e*z). 

Cio 对 任意 zED, a€T ROER, 有 dyaz) = dua, (e*z). 

第 二 种 情况 下 ， 指 标 集 被 要 求 在 e? 下 不 变 ， 即 任 aET， 总 有 ae” ET. 

这 里 Besov 空间 A7 定义 为 满足 下 列 条 件 的 所 有 f € HOD RA: 对 任意 
|B|<k, Æ D'f€A,. 

引 理 2.3.13 ig € HD fllO— pco, MAERA SE O, 1], A 


og 
Oz; 


og. A) x 
j=l 


A, 
证 明 : 我 们 仅 需 证 明 对 任意 hE€ (0,6) 和 a € r. 


e 30 a 


全 纯 函 数 空间 中 的 逼近 理论 
ala” P Ws og 
( „lele z)—g(z)| dpa ) E de, " 
注意 到 
h ed P 
later — tak] = | |, Ber do |< >) xij [ceo | ao ， (56 
0 0 j 


i= 


对 l<p<cco, mH Minkowski 不 等 式 知 


in | glz) — g) | da GO) sy (l, ik 


471 


p Up 
d dua Go) ) 


[o 
Be, P z) 


EE ray usas 
an 2| dps G2 ) dé 


a || as 
<0), Oz; 
其 中 最 后 一 步 使 用 了 jy 旋转 不 变 的 性 质 . 
下 面 证 明 0 和 过话 过 1 MUL. id gee?) = gGe"z) . 则 对 任 z€ OQ. ge € 


HU). 注意 到 : P fe HO). WER O<p<l (参见 [21])， 


A 
p 


2x 2x 
| | f (eX ) — fe”) |^d0 < C(p) In^] [Peel [te . (2 ET) 
用 e. 替换 (2 57) PHI f£. RATT 


By tei "ao 


2r 2r 
| Leta ) — ge pay | Aag 5 al^] 
0 0 


<ur S 


0 Fa 


然后 在 两 侧 进行 积分 及 利用 jy 的 旋转 不 变性 ， 得 到 


b 
dé. 


Oz; 


(|, | g(e"z) — g C2 |" dp, GO ) e 


Zn Vip 
- 22]... | g. Ce? ) — g. Ce?) | ^düdg, C) ) 


98 Ceg) 
Zj 


"ape 
= Mikca 
2» (z-., I 9 


b 1/p 
dit, db) 


EMT. 8g (A |" i 

一 (J, ACIES 
og 

z . 

kas Oz; A, 


- 40° 


& £3 Jackson 定 


MR 


31 2.3.14 HQ, € HOD), j—1,2, e. n. WHE P € HOD) 满足 


2 Otel, foi. A (2 58) 
Oz; 
当 且 仅 当 
PE ode was 
or, (z) Be i. j 142 gto 91 : (2, 59) 


M (2.59) 成 立 ， 其 解 的 全 体 为 


P(e) =| Oh Ch ta saath +] "Qr, bo» E35 tts z,)dts 
0 0 


++] “Glo, oy 0. Edd, PC, (2 60) 
0 


其 中 C 为 任意 常数 . 

WEB]: 我 们 仅 需 证 明 充 分 性 . 也 就 是 ， 对 任 给 定 Qi € HCD) 满足 (2 59) 
， 则 (2. 60) 中 给 出 的 了 为 方程 (2 58) 的 解 . 验证 是 直接 的 . 

定理 2.3.15 设 0<=p 二 wo, mENU (0) MREN. # FEA, tj 


MUAJ S E 
HES 


证 明 : 4 mk 为 两 非 负 整数 而 且 k 宇 m 十 1. 定理 的 证 明 只 需 构造 具有 
下 面 性 质 线性 算 子 P, WEIT: 对 任意 FE HCD). Pral fl (ze) ARABS k 
一 1 的 多 项 式 且 满足 : 对 任意 j=l, Ba Ty 9), 有 


. olf Dif. A,’ 


ap af By rf. 
abus E» = az P| ae, | (2 61) 
进一步 ， EIME |p| <k, Df ECAs 则 
1 " 
DEG fla $5 afn.DAM.AS . 0 num 
AB c um. 


为 了 构造 Pa. RIX m 进行 归纳 . 当天 二 0 时 ,， 令 Po Lf] = PLS). 
这 种 情况 下 ， 所 需 性 质 可 由 定理 2 2 3 推出 . 现在 假设 对 m—120. TER YE. 


Ht m=l+1 A DIFEA,. (BIKI. WE go, 2. =, m 利用 归纳 


ə ə 1 1 ale, 
[Pies 1 - RE & 2. (k—1)! "ym 80s, ' A | £2 63) 


«e 
Əz; | Ova T= 


sL” 


的 逼近 理论 


HD 
Iw 
ce 
区 
Ha 
gi 


d of =e of ] — — 

gi us | Pra] Be, |? ls J 1, 2, o n 
由 引 理 2 3 14， 我 们 引入 算 子 

T(Qi,* ,Q,)(z)= 


| 
IK Q,CO, 0, £2 d£. 

若 令 

Pinal fle) = T(P aa E Fo Jo. 


则 Priel fj(z) 为 次 数 至 多 k—1 的 多 项 式 . 由 引 理 2. 3. 14 知 
EP hal =P FA 


E Jo = Bip mae Jo =- - a. Plus [SE e. 


5— no 由 不 等 式 (2 63) 和 引 理 2 3. 2， 我 们 可 得 


Rm of BEI Bf 
Se 一 一 = 
|2 SieL fj az; a, Paral | Əz; || a, 
1 1 gleln 
zz . ` Q » Ay 
às ue "(il aee Ie) 
1 1 gleln 
= , r ,A,). 


因此 从 引 理 2 3. 13 知 


z | praf 
o(p Ph Ls f. A, | 2; x |a 07 a (2, 64) 


kas 


结合 (2 54) 类 似 可 得 到 
| Puff la, S aC FAD. 


T s 


Ju 


二 章 Jackson 定理 


Nap 


现在 用 Phl] f REKS., HEARS CL 64) 得 到 
I Pye) PhaaLlf | zm f] ai (Phial f] m Ja |l A, 


zw lpx E 
Sw( EPialf] fA.) 


(M 


1 
fa ET (PDA Y 
由 上 述 不 等 式 ， 我 们 可 定义 

Pr eL fl) = Paal] + Poal F] — Poal Piane I G , 

所 以 先前 不 等 式 (2 62) Mar. 显然 , Pule 为 次 数 至 多 k 一 1 的 多 
项 式 且 满足 (2 61). 由 引 理 2 3 2, 采用 引 理 2 3. 10 的 类 似 证 明 就 可 得 到 所 


d 
需 结果 


824 多 圆柱 上 全 纯 空 间 


对 于 多 复 变 多 圆柱 上 的 全 纯 函 数 空间 的 Jackson 逼近 定理 ， 也 开始 研究 . 
其 方法 与 单位 球 上 较为 类 似 ， 可 参考 文献 L413，44] 等 ， 本 文 不 再 做 介绍 . 
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第 三 全 Bernstein 定理 


反 过 来 ， 作 为 Jackson 定理 的 道 定理 ， 如 何 利 用 多 项 式 逼 近 的 速度 来 刻画 
函数 的 光滑 性 ? Bernstein Æ 1912 年 得 到 了 下 面 重要 的 结果 . 


Bernstein 定理 : FWE 0<a<1, A Ef) <CiNk™, k =1, 2, 
… DU 
f° € Lipa. 
其 中 Lipa 表示 Lipschitz—a KX . 
本 章 首 先 给 出 Q, 等 全 纯 函 数 空间 中 Bernstein 不 等 式 ， 并 以 此 为 重要 工 
具 ， 建 立 了 相应 空间 中 的 Bernstein 定理 . 最 后 得 到 多 个 空间 中 特殊 函数 类 的 
逼近 等 价 刻画 . 


$31 单位 圆 盘 上 的 Q, 空间 


$3 L1 Bernstein 不 等 式 
Bernstein 不 等 式 作为 逼近 的 重要 工具 ， 在 研究 逼近 的 道 定 理 中 起 着 至 关 
重要 作用 . 其 最 早 由 Bernstein 在 研究 连续 函数 空间 时 得 出 ， 后 在 很 多 其 他 空 


间 得 到 推广 . 本 节 我 们 将 Bernstein 不 等 式 推 广 到 单位 圆 盘 可 上 的 Q, 空间 
oa 


首先 需要 一 个 引 理 . 
引 理 3. 1. 1 7 3 e, (0) 为 任意 实 系数 的 至 多 & 次 三 角 多 项 式 . 则 
2k La ju 
9,0) — L5) 9,041) —Y, (à D 
j=l (sin —t,)? 
sin 5t; 


s d4 « 


章 Bernstein XP 


其 中 n= 


特别 地 ， 上 面 恒等式 中 取 $,() = + sink .0 = 0 ， 就 得 到 很 有 用 的 式 子 


2k 


l= (3. 2) 


1 
ma 


=! (sin —2z,)? 


我 们 可 得 到 单位 圆 盘 Q, 空间 上 的 下 面 版 本 的 Bernstein 不 等 式 : 

定理 3.1.2 设 Pi(z) 为 U 上 关于 xz 的 次 数 至 多 为 & 的 任 一 多 项 式 . 则 
| RP: || o, SA Il PAGO ll o, ; EU 

WEB]. 回忆 第 二 章 等 式 (2 27) 知 : 对 V0 € [0.20], A 


| RP.GO ||, = sup| | (RP. Cæ” D’ |? g?(z, wadm(z) . (3.4) 
we U 
以 及 等 式 (2 25) 知 
(RF) Cze”) 一 一 i B Cf Ge? f € HW). 
从 而 可 得 
spi tTa yoy 9 iÜ : = 9 opi)’ á 
| CRP, ze?) )' | IE 2 (ap (P.C ) 2] . (3. 5) 
id 
Q,..(D = Ty. (O) + iIS,CD = CP, Ce? f (3 6) 
则 QO 为 次 数 至 多 为 & 的 三 角 多 项 式 . 这 意味 着 T. (0) 和 S, 0 都 
为 实 系数 的 次 数 至 多 为 上 的 三 角 多 项 式 . 
因此 ， 由 (3. 5) 和 (3 6) ， 得 
| (RP, Cze? X |? = |T r0 +18"... |? 
= |Tht | 二 + |S .Wl . (3. 7) 
结合 (3 4) 和 (3. 7) ， 我 们 可 得 


| RP, (Cz) || $, < sup CIT...» |? + |S C) |? g^ (Cz,w dm GO . (38 
p weUJU 


由 引 理 3. 1 1 可知 


| IT^...) Ce dm GO 
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全 纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 
1 # (—])7 |? 
= | 4k 24 Tet 1) (sin lo» g’ (z,w)dm(z), (3, 9) 


tpr iDa 
T i 


现在 来 估计 (3. 9) 的 右 端 . 利用 Minkowski 不 等 式 (参见 引 理 2 2 5), 
具体 地 取 p=2, 


m. jT1 
fis) 0-8) 5 D—. 
(sin 35» 


dui (x) = g'(G, w)dm(z) Al du; Cy) 为 计数 测度 . 所 以 ， 
sup | T',..OD |? g^ Cz uw dm Cx) 
weUJU 


1 
2 3.2 


(ive 


(sin loy 


g'G,w)dm(z) 


] 2 1 
weed AE D) cun T, ye (f, 104 to lat Gem (2) ) 


j=1 2 


1 2 1 Xa 
NC "E (J| Peet) eged y |. > (3 102 


所 以 由 (3. 9) , (3 10) 和 引 理 3 1 1 中 (3. 2) ， 可 得 
sup| | T...) |? g^? Go uw dm Cz) 
wEUJU 


l 2 1 = " zy? 
weu| | P',Cze 9"? ) |? g?(z,w)dm(z) 
E (sin : al 9 | | 


z” i 


j= 


1 


7.2 


| 


] 2 1 sup | / 2 
weu| | Pez) |?g^? Guo dm (z) 
= EP, qal (f, i ) 
| £4 Gin 2 t) j 
=k sup| | P^, Cz) |? g^ Cz uw) dm Cz). (3 113 
weUJU 


同 理 ， 也 可 得 


T E 


章 Bernstein Ñ 


HU 


sup | S,..0» |? g^ (Cz,w dm Co) < E sup | P', Cz) |? g? (z,w) dm Cz). 
wEUJ U wEUJU 


(3 12) 
由 (3. 8) , (3. 11) 和 (3. 12) ， 最 终 得 到 


<k 


| RP.(2 IR. < E sup| | P^, 020 | g eva dm Ce) 
P wEUJ U 
sup| | P^, C2) |? g^ (z,w)dm(z) 


< T P, GO) || Q,. 
定理 得 证 . 
$312 最 佳 逼 近 存 在 性 
引 理 3. 1.3 设 2EN，M>>0. W 


n 


A:= {y= X ajz’ 1a; ER, | yl Q, «Mj 


EQ, 空间 的 列 紧 子 集 . 即 ， 对 任意 序列 (Yn) CA， 存 在 一 子 列 以 Q, 的 半 


模 收敛 于 A 中 一 多 项 式 . 


WEB]: 用 a 表示 多 项 式 yu 的 系数 . 我 们 断言 存在 一 常数 M > 满足 
| tu; | ME 4 Vm, j 
就 存在 一 个 子 序 列 yw 满足 对 每 个 7 ， 


am, I~ aj , M kon, 


所 以 ,依照 Q, 的 半 模 , (yn) KAF y= DS)" az! 


j=0 


Pp 


| y lla, <liminf || ya, || o, <M. 
假设 Mi 不 存在 ， 若 有 必要 可 取 子 序列 ， 我们 可 假定 序列 
(Yn = > amie? Yn 满足 


Ci) lim max lanj |=, 
me oo j= 
Cii) max ls = | ao | 70. 
jl. 
记 
— Ym 
之 o . 
A mo 
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则 


—0 


| Zm |l a S 


M 
| Amo | 
县 Zm 具有 形式 : 


Zm =l by zt e FO e” s 
其 中 Ong «1. 因 为 bn; He. 必要 时 取 子 序列 我 们 可 假定 
limb, =; » jHls *. om 
所 以 ， 
lcb5,zd:-crb5,z"-0. 
因为 《z 六 "是 线性 无 关 的 ， 所 以 矛盾 . 故 引 理 得 证 . 
定理 3. 1.4 设 JEQ,. 则 存在 一 函数 e. CA HWE 
f—& la, int ll fe lla. 
gEA 
证 明 : B {Yna CA HWE 
f-— 32 | e, int | foe I Q,* 
SEA 


因为 


lym llo, S M flea ll fam llo, Ms 
由 引 理 3 1 3 知 ， 可 找到 一 子 列 (y, ) 和 一 多 项 式 g € A 满足 
| Ym, — £o ll a, 一 0. 
因此 ， 
| f—y lla, > Il f£— g Ile, » 
所 以 
| £— £o ll a, = int ll £—& lle, 
§3.13 Bernstein SEH 
借助 于 Bernstein 不 等 式 ， 我 们 可 以 得 到 单位 圆 盘 Q, 空间 上 的 Bernstein 
逆 定 理 . 
定理 3. 1.5 对 任意 /€Q,. h>0, MrEN, 有 


wh, fav scu > 人 十 TD 一 BC Q) . 13) 
osrk 
WEB]. 由 定理 3 1 4 知 ， 对 任意 &ENU (0) ， 存 在 已 作为 JEQ, Wk 
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EEEH, HD. 


| f= Ps lle, = E(f,Q,). 
Ci) 4p AD. RLU BJ 
ath, f. QO L COVE Cs 0, 
因为 P. 为 常数 ， 有 
wh, f. Q) 三 一 也,Q)， 
而 由 光滑 模 定 义 ， 我 们 有 


w (hs f— Po,Q,) = Sup 


<th 


Y t-1y* (p) Ff — Poco 


k=0 Q, 


< D (p NF Pod cee Ila, 


k=0 


<2" || f—Po la, 
< ZWE (Ff,Q,) 
Cil) Æ 0<A<1, Hi5|BE 2 1. 9 Cs — 0) ANI 
LAEL llo, < IAPA lo, HE» (f,Q,) 
<h" || R'PS GO la, T Z'Es Q) : (3 14) 
我 们 仅 需 估 计 || RP» C) la. 
为 简化 ， 记 ok) = EF. Q) . 则 易 知 : øk) 为 单调 递减 的 而 且 
| P: 2) — Py) ll a, < 2000), (3 15) 
| Pot G) — Pot (2) lla, S202) REN. (3 16) 
Merl, 1 在 R' 上 单调 递增 .因此 


Se yar at Xa: 33 180315 。 


«2.4 1 D2 ay gle ie —geuy 


j 2 1 
em. qu Hi ,,U edt 
A=1v2 

1 


27 
gram], t'ølt)dt 


Zy DÍ t g(t) dt . (3 17) 
k 
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的 逼近 理论 


Ib 
E 
区 
Hd 
加 | 


tot) x (k1) øk), Vt € [bb 1). 
(3.17) 可 进一步 估计 为 


git 


DAMA) SCM $1 k+D™ 0) 
a k=0 


(3. 18) 


由 定理 3 1 2， 即 Bernstein 不 等 式 及 (3 15), (3 16) 和 (3. 18) ， 我 们 可 得 


| RrPy GO |a, 


< | RP: — RP, GO llo, + >) ll RPE GO) — RP GO lla, 
k=1 


< CaO) +2 5) (27g (27) 
k=1 


<C) »*, +1)" 5909. 
o<e<2i 


若 j=0 或 1， 有 


2 Gey MEE tts 
1<k<2! 
j aa 
$9 HDT = @4D74+ 5) >) @4+p7 


1<k<2! /一 1 一 2 全 1 


“Ss ba * Cart Fr 
1-1 


zer o 25—1 
= OE I Sur — 
Dy‘ n ms 


1 


—7x*-—p'' 
所 以 
M RDT) S 02) M RED" 
1<k<2i 1<R<2 
sum fer cats 
> minor p] Ø ^ 


由 (G 14)， 可 得 


l A; £ G2 lle, KEM" H2 > RFD 0) 


o<k<a2 


取 jENU (0) WA Zh K, 显然 


« BO x 


CS, 19) 


(3, 20) 


(3. 21) 


&—& Bernstein 定 


B WDR pee apr (X 22) 
最 后 由 (3. 21) 和 (3. 22) ， 我 们 得 到 
w,(h, f. Q,) = sup | Ar f Cz) | Q, 
& CG) sup {a +2") 5, GE D''a00] 


O<k< 2j 


Cdr +a) o UT Hua 


Oscksc2 7 


所 CCD >” K+D TE(F, Q). 


定理 得 证 . 
$314 正 逆 定 理 的 应 用 

作为 Jackson 定理 和 Bernstein 定理 ， 即 定理 2 2 3 和 定理 3. 1 5 的 应 用 ， 
我 们 可 给 出 单位 圆 盘 Q, 空间 中 的 Lipschitz 子 空间 和 Zygmund F% H f& AR E 
近 速 度 的 等 价 刻画 

定义 3.1.6 用 X 表 示 定 义 在 域 D 上 具有 半 模 上 ， Ilx 的 函数 空间 . Lip- 
schitz 型 子 空间 Lipy(D),0 二 7 三 1， 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 数 FE X 
构成 :对 任 hER， 

[Asf C2) lx = | fCe*z) — fle) lx <LIaAl’, 

ix FE REY de) ie L> FROM Lipschitz 常数 . 

易 知 ， 对 任 f(z) © X MO<y<I, 
fp, MISCLlaAl sy yeaeR . (3, 23) 

定义 3.1.7 用 和 表示 定义 在 域 D LAA || + lx 的 函数 空间 . Zyg- 
mund 型 子 空间 Z， 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 数 f € X 构成 : 

wrth, f, X) = OA). 


实际 上 ， 易 知 对 每 个 fC Z 都 有 连续 模 oh, f. X) = On CI. 


关于 经 典 的 实 连续 函数 的 Zygmund 78 HAA A, 312]. 

结合 Q, 空间 中 的 Jackson 定理 (推论 2 2. 10) 和 Bernstein EM GEM 
3 15). 我们 可 得 下 面 结果 . 

定理 3. 1.8 O<y<1, Oxip«oo, fEQ,. M 


«ED x 


全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


f © Lip, SE, (f.Q,) =OR),VREN . (3 24) 
fE ZSE, (fQ) =O), VREN . (3 25) 
证 明 : 我 们 仅 需 证 明 (3 24) ， 类 似 可 证 (3. 25). 
Ci) BAME., QD 过 Ei(f,Q,) .所 以 必要 性 可 直接 由 推论 2 2 10 
和 “(3. 28) 得 到 . 
Cio 证 明 充 分 性 ， 不 失 一 般 性 ， 假 定 二 0. 由 定理 3. 1 5， 有 


- 


h 
s. f. Q= O(CDh Y kv = oc» std = COR), 
i 0 


1<k<h 


由 于 BMOA=Q,. ， 作 为 定理 3 1. 5 和 定理 3 1 8 的 直接 推论 ， 我 们 有 
推论 3. 1.9 对 任意 fEBMOA，7>0，rEN， 有 


o, Ch, f» BMOA) «t CGOR >) +D™TE(f, BMOA). 


[I 


推论 3.1.10 ito-—cy-1. f€ BMOA. I 
f € Lip, €—E,Cf, BMOA)= Ok”), Vk EN; 
f E Ze5E,C, BMOA)= O), Vk € N. 


$32 ” 星 形 圆 型 域 上 的 Q, 空间 


本 节 中 ， 我 们 需 对 星 形 圆 型 域 D 上 的 Q, 空间 定义 的 测度 js(z) 加 以 限 
制 ， 也 就 是 , wo Cz) 满足 旋转 不 变性 ， 即 满足 下 列 情形 之 一 : 对 任意 OS [0， 
2x ]. 

Ci) 4, GO = pa” Ge, p > 1; 

Ci) p, GO. = pa Ge") p > 0. 
$3.2 1 Bernstein 不 等 式 

引 理 3 2 117770. Y T, (OD 为 次 数 达 k 的 三 角 多 项 式 . MRE O<p<co, 


Qn 2r 
| ITO |*dd < a | ITO |do . (3, 26) 
0 0 
当 pco, FY HEA i BR fS DU 
max | T,'( |  & max | T,(@)|. 
0€ [0.2x] 0€ [0.2x] 
Q, 空间 中 的 Bernstein 3i 4E YE BN AE BE 3. 2 8 依赖 于 下 面 版 本 的 Bernstein 


« 5B « 


章 Bernstein Jj 


不 等 式 ， 
定理 3.2.2 设 Pi(z) 表示 次 数 至 多 为 & 的 任意 多 项 式 . 则 


| RP llo & &CG D PAGO lo,  . (à 27) 


证 明 : id D=, tr 1<j<n, WI 


|V fæ) |? = Y lD, ur | 5 
注意 到 
Coi P Dat < (Ma)! < Coi p Dat, (3 28) 
其 中 aj 0, 0<p<oco, HMC on. p ARF p Wn. 我 们 有 
| Vf’ = (2 | D; f(z) |y? 一 F 1Di f(z)|* . B29 
由 定义 ， 对 任 FEH (D), 
(Rf) Ge?) —— i EG Ge?) (3, 30) 
和 
CV f) Ge?) = e* V CfGe?» (3 215 


CA) 人 情况: po (2) = pat Ge), pS 1. 


| RP,Cz) | Q, sup. | V (RP, Cz) | ?dy (z) 


= sup | | V CRP, Ge? | ?dys Ge?) 
ae? er D 
= sup| | VORP, (ze) dg, GO) — . (& 32) 
@EP I) D 
由 (3. 29) , (3 30) 和 (3. 31) ， 可 得 
i 


i0 b -一 9 za 
| V CRP, Cze? ) | |v (Grice ^ 


x Cln, p) 5 
j=l 


D, (a5 (Pee?) 


| p 


n b 
= C(n, p) b» FD, CP, Ge? » | , CX 88) 
gel 
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全 纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 
记 


Qa 40 = TL, MD HIS, S lo = D CPC D. 
则 Q; (0) IC EN kB —f8 EX. T; a RIS; 00 分 别 为 
实 系数 次 数 至 多 为 k 的 三 角 多 项 式 . 
所 以 由 (3. 41)， 


| V CRP. Ge?) |? < Cn, p) 9 |T pe 4-684, (0) |? 
j=l 


« CaP) DICT ye [P+ |S jae |2). ( 34) 
j=l 
从 (3, 32) 和 (3. 34) 得 
| RP. (2) 1 8 <C(m,p) >) sup] CT je) 1? 十 |S jaye | du G2). 
j=l a 3 
(3, 35) 
由 引 理 3 1 1 和 Minkowski 不 等 式 Cp > 1) 可 得 
sup| | | i 
ac€rJD 


1 (— 1» b 
= T À 
sup| ST a0 tt) mm dà, Cx 


j=l 


l 2 1 Mast 
1 PL Paso bt itd | 


] æ — 


<fa ( al (sup| | D; CP, Go» "ps (20) / 


1 
-að y PE sup| | D, CP, G | ^d, C 
2 acr JD 


=p sup| | D; (Pe Ce) [Pdu GO s (3 36) 
aerd D 
《27 — Dx 
其 m EDU. 
Rp z: EE 
同 理 ， 可 得 


sup| |S’ jae 00 |^dp, GO <b sup| [D EPD Pdt . (337) 
aera BD a€rJD 
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HU 


由 (3. 35), (3 36) 和 (3. 37), EE 最 终 得 到 


| RP. GO | &, 2C. pe >) sup] DEP te | dio tu) 


& Cin, pe sup| | V CP, Ce | "dg (2) 
£p «erdD 
= C(n, pk | Pi Cz) || à. 
(B) 情况 : pO 一 pta ze") »p>o0 
对 任 9€ [L0.2x] ， 利 用 测度 旋转 不 变性 du (2) = dpa Ce”), A 


8, = sup|, | VRP aCe) | "dyes CO 
= sup. | V CRP, Ge?) | ?dj Ge?) 
= cal | V CRP, Ge?» |^dp, GO, (à 38) 


| V CRP, GO) | "dp, GO 
D 大 


2r 
= z| | | V CRP, Cze? )) | cp ie") dü 
mo Jp 


= z| si | V CRP, Ge?) 


由 (3 39) 和 Fubini 定理 ， 可 得 


^dy, Cz) dà (3 39) 


| RP,GO | & = sup H | | V CRP, Ge? | *dya Cz) d8 
D 


acer 
P sup| | C|vGP,.Ge?»|*dódp,(O) .A 
2n a€T’ DIJO 
由 (3. 29) ，(3. 30) 和 (3. 31), Hn 


an 
| | V CRP, Cze”) 
0 


a 2r 3 a B p 
m=] AU a ?) CO 


2r 
0 


^ lig 
s >| |D (J Pce») 'ao 


= z| 9 b 
= SS P 29 
2j Zax an » | d . Gab 


“> 
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全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


Qiie (0D = D; (Pyl J. 
BAQO 为 次 数 至 多 为 上 的 三 角 多 项 式 . 所 以 由 (34D. 51% 
321 和 (3 29), 


Ie | V CRP, sem [nag es a. M E (Q;.,.. o» "ao 
0 


sR |1Q CO) | ^d0 
ue » IQ... 0) |* y" "qo 
xod 


| V CP, (ze®)) |^40 : (3, 42) 
由 (3. 40) , (3. 42) 和 (3. 38D ， 最 后 得 到 


n 


| RP.GO 1g m sup| n| 7 [V (Py Cae”) |^d6dp, GO 
n 2x «€T. D 0 


2n 
ss +Í sup| | V CP, Ge») | Pda GO dà 
27Jo  acrJD 


=n? | P.C) 18. 

定理 得 证 . 

我 们 把 D 限定 为 单位 球 B， 因 为 Q, 空间 可 作为 Q, 的 特例 ， 则 由 上 面 定 
理 易 得 单位 球 上 Q, 中 的 Bernstein PER. 

定理 3.2.3 $ Pilz) 表示 关于 xEB UU BEER. 则 

| RP.GO la, SACO, p) | Pe Il a. 

8322 melt 

类 似 于 引 理 3 1 3 和 定理 3 1. 4， 我 们 易 得 下 列 相似 结论 . 

引 理 3.2.4 设 nEN 及 M>0. 4 F;GO 为 j 次 齐 次 多 项 式 , j=l, orn, 
n. W 


A:= {y= 24sF; GO «a; ER, lylo <M} 
AQ, 中 紧 序 列子 集 . 即 ， 对 任 序列 | ) CA， 存 在 一 个 子 序列 以 QQ. 的 半 
RAAF A 中 一 多 项 式 . 
s EG 
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存在 一 函数 go CA HWE 
| f—8 lo = inf lf—glle. 
$323 Bernstein HEB 
用 UU 表示 复 平面 上 单位 圆 盘 , HU) 为 U 上 Hardy 空间 . 
引 理 3. 2. 6 4; g() € H^(U),0 — p — 14k EN, M 


1^ | ALag Ce) | ^d0 < CC» Jn [ 7 FAL "a0. (à 43) 

其 中 
Ai agte®) = È (—1)*" ( ‘ je cem 
: " 

和 Ci 为 仅 依赖 p，k 的 常数 . 
引 理 3. 2. 7 对 任意 f(z)E Q, ,&EN 和 />0， 有 
Af la SHIR (à 44) 
证 明 : 情况 1: l<p<co, 
由 定义 ， 易 知 


tetas c E : eO 
Arf Cx) | ， OR SN )d0, dO, 


h h 
ET zl i! CR f ) (ge 6 ) dg, --- d, : (3 45) 


H (3 45) , Minkowski 不 等 式 , du, (2) 的 旋转 不 变性 及 (3. 32» ， 我 们 有 
lA F le, 


ES 
b 


_ sup 
= (as Pf LCV Cat £02 ['dg, Cz) ) 


A 
E 


h h 
s (Gsup| (| e| Ev Go Germ?» | dO, di "pe, (2)) 
a€rJD 0 0 


h h ， 

| zl Gsup| (| ee Pte sy | dy, G))*d0y dü, 
0 0 ary D 

=H || RFA | a. 

HEIO-bp-l, Ka (Zz) = pa xe") 

与 证 明 (3 40) 过 程 一 样 ， 可 得 
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的 逼近 理论 


Ib 
SS 
c 
区 
F 
E 


Ai fC) le = Cup | V A} £3 (ez) | "dpe (2DF 


2r a 
= (a: sup | | S7 CAL f Ge?» | ^düdp., Cz ' 
7T ae€rJDJo 


z E a w[ [^ 3 1D CN f Ge?) | dodp Go) )' (3 46) 


2m aer 


注意 到 


D; CE f Ge?)) — D; 5 (— jr" fa ) f (ag to >) 


m=0 


é 
k ; 
= 5 (— 15 ( yo, f Cee » gi rm) 
m=0 m. 


= Ak (CD; f) ze? e”) 
= Ai (gz, ;(e")). (3. 47) 
对 任意 ce DAJ=1, +, n, id 
gi Cu) = (D; Pkw) w, Vw € U. 
因为 D;f € HD) , ik g.; (w) € HU) H 
ps, ple) = (D; f) Ce?) «e! = D (fleet). (3 48) 
由 引 理 3. 2 6, (3 47) , (3 48 和 (3. 300 知 


2x 2m b 
| | Ae CeCe D | Ade 二 v hus (e? »| dà 
0 0 


5) 


= n” | 5 Zo, fae") [ao 


E w» Í " ID, 9 Ge?) "ao 
o 2 gef 


an 
=| DjRCfGe?»|^dà — . (3 49) 


最 后 ， 由 (3. 46) — (3. 49) 我 们 可 得 


i 


aif lla, zm t ep | A^ (q^ X |D; CR* ( Flee” ))) | ?dodp, cy 
s i 
za es — M | V GR Cf Ge?))5) | "dody. G2) 


= h* | R*fG) | a. 
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HEH . 
定理 3.2.8 KOAC PHA MM . 则 对 任意 £EQ,, h>0 和 
r€N,. 有 


wth, f Q) EC PM >) RFDTE(f, Q,), 


1 


0<k<h 


Epa CO. bio KB Fr. pon. 

WEB]: 与 Q, 空间 Bernstein 道 定理 ( 即 定理 3 1. 5) 证 明 完 全 类 似 . 
$324 ” 正 逆 定理 的 应 用 

结合 Q, 空间 中 的 Jackson 定 理 ( 定 理 2 2 3) 和 Bernstein 定理 (定理 
3.2.80 ， 我 们 容易 得 到 下 面 结 

定理 3.2.9 X EQ, M0<y<1, A 

FE lip, >E fQ) = OR 
f E ZE(f,Q,) = Ou). 


$33 其 他 空间 


在 本 节 中 我 们 将 给 出 其 他 某 些 函数 空间 中 的 情况 . 
$331 A, 空间 
本 小 节 中 ， 表示 C 中 的 星 形 圆 型 域 . 首先 我 们 得 到 重要 的 Bernstein 
不 等 式 . 
定理 3. 3. 1 设 P,(z) 为 关于 > ED 的 次 数 至 多 为 的 任 多 项 式 . D 
| RP la, SEN Pe Ma, (3 50) 
WEB]: 我 们 知 


I 


| RP,GO || 4, = sup] | RP, GO "dpe, (2) 


aer 


sup| RP, Ge?) |^dp, (2). 


a€rJD 


类 似 (3: 40. ， 易 得 


2r 
| RPAC 4, < sup | ^ [RP Go) | dyes GO dà 
if a 0 
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Ib 
E 
区 
Hd 
加 | 


Exe sup| | “| RP, (ze") |^düdg,(z) . (3 51) 
DJ 0 


2m wer 


id gO = Pi(ze”) .我们 注意 到 g.(9) 为 次 数 至 多 为 & 的 三 角 多 项 式 ， 
及 对 f(z) € HOD), 


Rf leet) = Cf Ge!) (à 52) 
所 以 由 (3. 51)，(3, 52) 和 引 理 3 2 1， 有 


2x 
| RP,CO l4 < d- sup| g. (0) |^d0dp., Cz) 
e D 


27r «er 


b 2x 
as sup| g.(0) | "dOdy, CO 
D 


2r aer 


2r 
E a sup| P, Cee”) | *dya(z) d8 
0 ac€rJD 


=k | PG I4. 


定理 得 证 . 
引 理 3.3.2 设 /(z)€ A, r € N. IJ 


| AL fC) la, SHU RSC lla, (3 53) 
证 明 : 4 p>1 时 ， 我 们 可 得 


h h r 
Ai ld — Ji -f ge gi foe n? Jih do, 
0 1 r 


h h 
E | =] RTS Cet) qg, --- do. 
0 0 
所 以 由 Minkowski 不 等 式 ， 有 


王 
PP 


h h 
| Age Ged [|a = sup(| | zl i^ R' f (ze 977? ) dO, ---dó, 
Lo acr D 0 0 


l 


h Ii os = 
Et. | zi an | R’f (ze''^ PERY | P ) i d0; +d, 
-an| REG Ia, 


当 0 二 p 二 1 时 . 同 理 于 (3 51) 和 (3 40) 证 明 ， 得 到 


LAES a «dl sup| | “TAS flee”) [*d0du.(z) . (à 54) 
a 2m a€rJjDJo 


& gle) = f(ze?) , 易 知 
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5 


A, f (e?) = 5 (— 1)™ (i) f (ze 9*9 ) 


k=1 
= Al ye. Ce"). 
利用 (4 24)， 引 理 3 2 6 和 (3. 52), 得 


2r 
IAE A, < de supf | Lans | "ded, (2) 
n 2n aerd Ddo 


gzl 


an | g , E 
" rp E gs : 
si sup[ ^ | [Sec D | dade. 


— pr z sup| [^ | Rf Ge?) |^dédp, GO 
<A" Rr |, 

证 毕 . 

类 似 于 定理 3 1 5 的 证 明 ， 我 们 易 得 A, 空间 的 Bernstein 定理 . 

定理 3. 3. 3 dE D 为 星 形 圆 型 域 . 对 任意 SEA, 1-0 8 r€ N. Wl 


wth, fr AQ LC, p, mh 91 G DEG, AO, (355) 


o<r<a | 


其 中 常数 Cr; p> n) 仅 依 赖 于 Y. p. n. 


借助 于 定理 2 3. 3 和 定理 3 3. 3， 与 Q, 空间 证 明 相 同 ， 我 们 可 得 A, 空间 
相应 结 


定理 3.3.4 设 fEA,. 则 对 0 二 y<1， 有 
f € Lip, SE, (f, A,) = OCR”), 
f E Ze»ECG, AD = O). 
$332 Bergman 型 空间 


一 个 正 的 连续 函数 g 定义 在 [0,1) 上 被 认为 是 正规 的 是 当 存 在 常数 0 二 
a 二 b 和 0 过 7 二 1 满足 


(D 0— 0*9 Ern, 1) 上 是 不 增 的 且 limd—rn“e(r) —0; 
rl 


(D d= *e® Ein, D 上 是 不 减 的 且 lima — ror) = ca 
rol 


以 后 ， 总 假定 9 为 正规 函数 . 记 星 形 圆 型 域 D 的 拓扑 边界 为 S$， 其 上 正 
规 化 Lebesgue 测度 记 为 do. 
Bergman 型 空间 H 


mag = HOD 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 数 f 


e 61 ox 


Ze 8b BR C7 [B] CP BER EE C 


1 
MAE | (1— 0g! G)MtG, f)dr «3 es, 


其 中 0 和 过户 ，9 委 十 cc 和 


a 
q 


NM oe qe ([. reo 
A. TROL p—oosk q—ccoONMEER zx MP BS TROE . 
我 们 同样 在 Bergman 型 空间 H,,,., 建立 Bernstein 不 等 式 . 
定理 3. 3.5 设 Pi(z) 为 关于 x € DUX S< kE ZEB. 则 
| RP la, SAW Pe Hn, ' (3 56) 
证 明 : 令 > 一 省 ， 其 中 5ES ,Pres) 一 Ptge”)， 易 知 其 为 关于 0 次 
数 至 多 为 & 的 三 角 多 项 式 . 
所 以 由 引 理 3 2 1， 可 得 ， 对 任意 020, 


‘do CD) 


2r 
| [RPCO bdo (t) = | | RP, Crte”) | dodo CO 
5 0 S 


.9 TAL 
i GPa «(2 | da di 


2x 
<p? "NI | Pe C) |^düdo CO 
é 0 


2x 
>| [IP «CD [Ido (do 
0 Si 


= x | |P, Gs D |^de( (& 57) 
S 


最 后 由 函数 空间 定义 和 (3. 57) ， 我 们 可 以 直接 得 到 (3. 56) . 
与 A, 空间 证 明 相 同 ， 我 们 易 得 相应 的 结 
51 3.3.6 i f(z) € H,.,.,(D).rEN,h>0. W 
lai fC) la, SA IRS Mla, 
定理 3. 3.7 UA DOS RE AI. 对 任意 f€ Hiis: h>0, r€ N, M 
ois fy Ha pO” J) EPDE Baw Qs. GO 589) 


1 


O< 
其 中 常数 CT f. 
AINEA FRI KRE D 为 有 界 对 称 域 Q. Bergman 型 空间 Hyg = 
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H,,, (Q) (参见 [26，48]) 由 所 有 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 数 了 构成 : 
[Fat 一 i; (1— D* MP (r, fdr 一 十 co， 


其 中 O<p, qme a>0 H 


M,(r, f) = (| lL ree l'dscp )*. 
定理 3.3. 87. f(z) € Hpo Q. W 
EU VEL, us OQ) m$ UL AR. Pa EEUU O) « 
定理 3. 3.9 ik f(z) € Henao. W 
E. E, VD) ES mU. Y H, su. 
证 明 : 参见 L42] 中 定理 3 4， 现 取 特 殊 情 况 : p(r) = (0— 7, HH 
a > 0. 其 证 明 对 一 般 的 正规 函数 o 也 适 
最 后 由 定理 3 3 7 和 定理 3 3. 9， 我 们 易 得 下 面 结果 . 
定理 3.3.10 设 f(z) € H,,,,C00 . 则 对 0 一 7 到 1， 
fE Lip, =U Bane) = ON) 
f E 224s By.) HOE 
$325 DRÆ 
本 小 节 我 们 假定 也 为 C" 中 有 界 的 星 形 圆 型 域 . DRAAD) 表示 所 有 的 
D 上 全 纯 且 连续 到 DD 的 边界 的 函数 全 体 ， 其 模 取 为 
| f llaw = max | fG) |. 
引 理 3. 3. 117. 设 Pi(0) ARF OE L0. 2x] 次 数 至 多 为 & 的 任 三 角 多 项 
式 和 


| Pe) | moe = max (PO | ， 
则 
| P’C0) || max s || Pi C0) Duas t (3 59) 
引 理 3. 3. 12. WE P, GO 为 关于 z€ D 次 数 至 多 为 & 的 任 多 项 式 . 则 
IE Cz) || am < k || Pi Im ; (3, 60) 
证 明 : 令 z5rg, HrB|g| —1. 我 们 先 来 证 明 
max | Pi | 一 max( max (max | P,Gte3 |D . (3. 61) 
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Ib 
E 
区 
Hd 
加 | 


max | P,(z) | > max( max (max | P, Ge?) |). 
:eD r [£g]: @ 
所 以 我 们 只 需 证 明 
max | P, Cz) |< max( max (max | P, Crge”) |). 
zeD r | £| 0 
因为 | Pi(z) | 连续 ， 存 在 s ED 满足 |P] = max | PG) | . 同样 存 


在 € [0, 2x ] 满足 : 对 任 固定 的 rx, go 有 | Pe Cte") | = max| Pi Oge”) |. 


令 a= P | ， 70 一 | zo | . 所 以 zo = roto = ro Ce "o & ) eo . 易 知 
0 
max| P,CGO | = | Pi Ceo) | 
zeD 
= max max max| P, Ce Yb ) e^» ) | 
ř í, 00€ 0 
< max( ines (max| P, Crge?) |). 
» t|-1 6 
S Pegle”) = Pi(rte”)， 易 知 其 为 关于 0 次 数 至 多 k 的 三 角 多 项 式 . 所 
以 由 (3. 61) 和 引 理 3 3. 11， 我 们 有 
| RP) || aw) = max( max (max| RP.) Gte?) | » 
r g= 


Z Parte”) | )) 


= max| max [max 
r [=i 0 


<k max( max (max | P3 [3 
=k max( max (max | Potrteay | 3 
= || Pr | aw. 
5/32 3.3.13 iz f( € ACD) .r€ N. h 0. W 
| An f£ G2 Dao» S IRF) ll ao». 
证 明 : 直接 估计 得 


| A; fe) | Ao») — max 


£5 \k 
9" i(0 十 … 十 9.) 
| f aag Ct : ^» d0; +++dé, 


h 
max | R" f (ze 779? ) | dO, +d, 
ze€D 
h 
max | R FCD | B, enn 
2€D 
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= Ah’ RF | a. 
证 毕 . 
通过 相同 方法 ， 我 们 可 以 得 到 下 面相 应 的 结果 . 
定理 3. 3. 14 dx D AUG FCR EE ARAR. 则 对 任意 f(z) € ACD) A 0 
AlreN, A 


wh, f, AAD) <Ch” >) (十 DEC ACY, 
oxra? 
其 中 常数 Conc f. 
定理 3.3.15 dE f. € ACD). WX o<my<il, 
fE Lip, >E, (f ACDI) = O”), 
f E ZE,(f,A(D)) = O). 
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本 章 主 要 考虑 的 对 象 是 
们 引入 Q, 空间 中 的 K— 


最 简单 的 复 平 面 上 的 单位 圆 盘 可 上 的 Q, 空间 . 我 


， 并 以 此 为 工具 来 研究 Riesz FF 38 JE B R eS 
等 式 和 其 线性 组 合 的 逼近 情况 ，Marchaud 不 等 式 及 有 界 对 称 域 A, 空间 上 K 


一 泛 函 与 光滑 模 的 等 价 性 等 等 . 


对 于 其 他 全 纯 函 数 空 


间 及 定义 域 在 单位 球 等 


上 的 对 应 函数 空间 亦 可 得 到 类 似 相 应 结果 ， 本 章 不 多 做 叙述 


S41 


— iE HH Riesz BF 


J Peetre 在 1969 年 首次 引入 开 一 泛 函 (人 参见 [9] )，K 一 泛 函 是 估计 线性 算 
子 逼 近 收 敛 阶 的 一 个 很 有 用 的 工具 . 在 逼近 论 中 ，K 一 泛 孙 (参见 [49,50.51]) 


为 实 参数 函数 ， 其 可 用 来 表示 一 个 图 数 逼近 的 内 在 性 质 ， 和 光滑 模 在 盘 近 理 
论 中 都 起 着 同等 重要 的 作用 . 
在 单位 圆 盘 上 的 Q, 空间 中 ， 我 们 引入 函数 fA a ER BY KZA 
KCff;Q) inf (| f—glle, +e Rg lo}: (4 1) 
R'geQ, 
其 中 FEQ. 


对 函数 f(z) € HU), HAG Taylor 展开 (参见 [51) 


f(z) = ee 
中 紧 收 敛 


我 们 引入 全 纯 函 数 了 关于 齐 次 展开 的 所 谓 的 Cesaro 算 子 


C f(z) :一 TAA ajz, 
k j=0 
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其 中 EN 和 
Abg TEHE 
^ PEHD 
Riesz 算 子 的 定义 为 
Bites MAST ae 3 
mer H (4 ) pr (4 3) 


$42 强 逆 不 等 式 


回忆 本 文 2 2 1 小节， 我 们 引入 定义 在 [一 x, x) 上 的 复 测度 : 
ig \ k+l _ H1 
dpt (9) = ici [ETT dp, 
其 中 oE (0, 1]),.k EN, 


c = d POOTGT D 
^ 2m  DO-cD 


我 们 知 dut(@) 为 [一 x,x) 上 的 概率 测度 ， 即 


人 duí(g) 一 1 (4. 4) 
由 42) 和 第 二 章 引 理 2 2 4 中 的 (2 37) ， 我 们 易 知 : MV p € 0,1], 


aen TRD sIG1—j-5,. , 
UE FF 二 IT 二 万 之 I&ci1-j ^* 


= Pn [AI = | fGe*sdata(p) —. (4 5) 
51 4.2. 1. it fEQ,. W 


Il C f lo, zm Il file, 
WH: 在 (4 5) APR el, A 


m Vi E 
FEF] d = sup (|), A ([ rema (p) | Hd à 


(4 6) 


注意 到 Green 函数 是 正 的 函数 ， 如 下 
eu) | s z,weu, 


g(z, w) =— log 
其 中 pu A Mobius 变换 
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HD 
Iw 
ce 
区 
Ha 
gi 


Wz 


Qu = 


1— wz ` 
应 用 Minkowski 不 等 式 和 (4 6) 可 得 


|| Ce f l| Q, < | sup( Í, | f Ce*z) g^ Gz w)dm (2) ) dua Cp). 
—x we J 
注意 到 对 任 u=e%z 和 w= 二 ex*w， 有 
gles, w) = gw. v). 
最 后 我 们 得 
IC f Ihe, xl sup(| | fw la^ Qe) dm Qi). dat Ge) 


=|" Fadphate) = If lla, 


W. 
51 4.2.2 iz fEQ,. HJ" X Riesz 算 子 定义 为 
k = d ld 
Ry at QS = » ise (x) j^ 
则 
k 
Rowi f = > COs k; as DG Fs (4 7) 


其 中 > [CG k, a, DIM, HCM S E ER. 


k 
B 4 Si f = Saget ec SES = EFF 
j=0 


j—9 


所 以 
a = se a Yep, foa (7 ye f, 


<— 


Hp Ag Gi) = eG) gG MEg G =AA™ 2G) RBC, f=0.r 
一 1，2，… 
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连续 /十 1 次 使 用 下 面 的 Abel 变换 


k k—1 
Pablo — b) = CD >) lam — aj25; + ab, b= 0 
j=0 j=0 
我 们 可 得 
k k 
Xa, DF) = Dye DA" Ve s| 
== 
= ee SÅ aCj b) 
: xm «c i4 dd 
+ ODM jw || D ees fi 
e I+ 
Km AgsG—zgG-D-—sG AA eG) 和 
H w d 
aG D = (1- (1) ) (4 8) 
为 得 到 工 的 估计 ， 只 需 证 明 
T ý 
à [s Āta (j, k) lee . (4 9) 
由 (4 8), 我 们 须 证 : m=l1, VP aaa | L, 
k—i—1 " 
p fare J "| 
AU (-—Y [<C : (4 10) 
A [a JE E) 


A. 对 k 宇 ko， ap. 有 
AP gre | xCC,, i gae "" j ax L 


故 可 得 


L E 
[A a Gs d > (x) ge 


7 十 / Jie E : moa — ™ l oma 
( : Jes. 3j n — fit Rs 


所 以 存在 与 a, & 无关 的 常数 M, 


[A aC, o |« c(Z) « M. 
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由 (4 9) 和 (4 10) ， 我 们 得 Ix M. 
为 估计 了 ， 我 们 回忆 


1 和 


所 以 ， 只 需 证 


a ag ee 4 
: Cif Va SCR H fla, 


|a G, | Ck, XI k—ie ish. 
由 中 值 定理 ， 对 k Im, 


Late) kmj (k= a£" 


k ke ke 
所 以 ， 
0<1- (7) <c4, 
由 此 可 得 所 需 结 果 . 
引 理 423 idt fEQ,. W 
ll Rear F Il Q, x | fll Q, à (4 11) 
| Rtl asliy |: a12 


证 明 : 由 引 理 4 2 1 和 引 理 4 2 2, Hie. 
引 理 42.4 it fc AW). Il 
RR: a Rig f —f) 一 一 ReR a f (4, 13) 
证 明 : 直接 计算 知 ，R* AR, EAT ACH, B. 
RR a FZR R" fs 


WHE fC HU), #A 


Ree Raf — f) > (1 全 JW 


即 
KR ia Rag f =P) —— EB f. 
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我 们 经 常 使 用 Q, 空间 的 另 一 替换 等 价 模 . 易 知 (参见 [19]) 函数 fc 
HU) BFQ,.p € [Lo,ce) ， 当 且 仅 当 


sup| | Rf GO |? —| e, CO | D^dm (2) < oc. 
weUJ t 


同样 ， 函 数 f(z) € HU) 属于 Q ZE p € [0,000 4AM 


itn |. Rro [*CL— | a D | yam C2 — D. 


Jw | = 

易 知 ， 小 Q, 空间 即 Q, 空间 中 多 项 式 是 稠密 的 . 

引 理 4.2.5 Ka>O0mpe[l0,97), RfEQ,. I 
FE Qpa: 

WEB]: 首先 声称 对 任 g € HU) 


1 
f G— #3 PME G.gdr x 
0 


1 
careo |+ | (1—r) (1 — 7)" MI! (r. Rg dr). 
下 证 明 该 声明 . 
记 = min(q, 1). 9 r — t*" , WHE f£ € HU, ， 有 
1 1 
f a —7 pM Dr <C| t!(1—r’) p MG. fr, 
0 0 


其 中 下 为 径 向 积分 . BA 6,26]) 对 任 g € HU) 
R*I*g = I*R*g = g—g(0), 


1 1 Lae 
P = l ly 
rge) xl. ( n : ) © SCoz )do. 


记 有 (7) —r'M,G, f). HMfEr E (0,1) Mlu>0, 有 1 过 一 ， 


[a-a p^ Mb Cr, Tg)dr 
< cl ar i 小 Cnt /)" g^ hGp?*dp| d 
HX I Mos D 为 不 减 的 连续 函数 ,可 被 C| a-oa- 
DM; Cr, P)dr 控制 ， 即 
Ne =r) PMI rg dr < c| a -Ar P Mi Cr,R'g)dr. 


s FL 


] 
HD 
SSN 
I 


纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 


设 gO) =0, M g= Rg). 在 上 面 不 等 式 中 用 Rg 替换 掉 g， 可 得 


1 1 
|, (1— 7^) p^ MiGupde < C|. (0 — 70) p" M:r, I (R%g))dr 


1 
< c[ d>n” -—r)mp''M:i.R'g)dr. 
0 


ME, Fl g— go) 替换 g， 由 R*(g 一 g(0)) — Re, RJE 


1 i 
f (1— £8) pMP(r, g)dr < cc #00 |+ f (1— £eEm — s») 
0 0 


p” MiCr. R'g)dr). 
不 失 一 般 性 ， 令 f(0) = 0 ， 做 变换 v 二 o. Go EBABY) 得 


[ [RAC A- 1o CO | D^dm co 
= | [RF Cpu) |*a — [a D^dm Co) 


<C] [RRF (p(w) 
U 


2(1— Jola — [v dmo) 


- c|, IRRAD = [e C2 | D* C1 | ey GD | dm GO 
对 R'f£e€q,. WH 
sup| |R"*f G2 [2 — [e GO | D'dmG) « eo, 
故 
ten NE [ROR FC) |*Q— |a CO | D^Q — | ele) D'dmGo 


pæl 


< lim sup (l— |gsC2D |)" — 0 
| w|i | z| <l-6 

和 

sup| | ^F) |1(1— | ae ted PPO leut | Yd C. «en, 

A. 对 任 E> 0, 存在 0—0,. 

| QUI RTEO lge [DA Le G) D'tim Go « « 
z |215 

则 

[RFC 1? A= | gee) [dm GO 


«CT « 


第 四 章 ” 开 一 泛 函 及 其 应 用 


«| | RF GO PI | oe) [5950 — |a CO | otn C2 
U 


<c| dn) + | dmn zx). 
| 2| 21-8 | 2] «1-8 


ix. 
fis | IRFCGO |! (à — | gale) |? dm — 0, 
PEL 
意味 着 f€ Qi. 


5]384.2.6 设 RfEQ,. 则 
1 . 
| Ria FTS lle, Se IRF Ie, (4, 14) 


证 明 : 我 们 假设 RF CQ,. 在 此 假设 下 ， 由 引 理 42 5f f€ Quo. 由 引 
理 4 24 有 


Rs 一 Re 一 一 人 地 
XHMER. MEN, f€Q,. WA 
及 Rs f=R,.R ba f. (4 15) 
由 定义 ， 得 作用 在 多 项 式 上 的 算 子 
R —R WH (mt Ip, 


"T m* (m+ 1)° 
这 意味 着 作为 HCOUO LAF 


m°? — m + 1)? 


2 _ TD2 = 
Roa Rus m? m -- i» 


CR, ,R* F Ra, R*). 


注意 到 
(m1) >m ~an™! moo, 
引 理 4 2 3 可 导出 


Cla) 
m(m-+ 1)? 


HF f€Q,.. XHE C0 则 存在 一 多 项 式 g 满足 | f—&llo, —c 因为 g 为 
全 纯 多 项 式 ， 易 证 实 


| BR F- Rina f lo, < IRF I a 


lim || Raag —g l| o, =0 ; (4 16) 
bo 
故 可 得 出 


5 


纯 函 数 空 间 中 的 逼近 理论 


| Rue FTF ll a, S || Rew £F Rat || a, + || Reve —e loa, t ll fe l a, 
<C || f-g lla, + ll Rig — 8 ll o, 
«Cet || Rig — ll o, 
故 
lim || Rra F= f ll o, —0. 
DEN 
| Ria FTF || a, SRi FT Rra f lat || Rew fF la, 
EXT UNES 
最 后 一 步 利 用 了 引 理 4 2 3. 
对 任 R fCQ,, RAG 


l Rea f — f£] a, < || Bi, — Rra f lle, +d, ll Ret — Base f s 
m=k 


LLS 1 , 
s (p | 2) atm Fi) | RF Va, 
| R*f Ilo, 
X 一 一 
ke 


引 理 得 证 ， 
定理 4.2.7 tw f€Q,. Wl 
| Rie f— f I Q, = K(f, kK”; QU. 
证 明 : ^ /EQ,. 选择 Rig € Q, 使 得 
lf- gla, +~” | Rg llo, < 2K, &*: Q). 
我 们 得 到 
| Reef —flle, < Ref) Fg) la, + | Rue —£lla, 


z | f-el a, + | Reg — g | a, 
SK, BW; QH | Rast — a. 
由 引 理 4 2 6， 有 


1 z 
| Rg — lo, Spl Re llo, SK. E; Q). 


结合 上 面 不 等 式 ， 我 们 有 
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| Riz £ — fla, SKUs E59). 


为 证 明 反方 向 的 结果 ， 由 引 理 4 2 4 和 引 理 4 2 3， 有 


IRR. fle, SPR f — fla. 


由 一 泛 函 的 定义 得 
KCf,k*: QD <S || f — Re. f lo, HR” IRR: f lle, 
= 


定理 得 证 . 


l Ree f— F i o, 


ME. RNA 15 REZ HE Riesz 算 子 的 弱 等 价 结果 . 
EH 4.2.8 ie f€Q,. a€ N. Ml 


反 过 来 ， 


EzCf, Q4) X | R..f—fl Q;* 


[Rf flo, £9 S G+DAE CQ). 


VESES] 


特别 地 d 对 0c B-a,. 


SARS 
证 明 : 第 


| Rea f= Fla, = OG. + we), 


E, (fs Q,) — OCR ?) ’ (k = oo) y 


个 不 等 式 是 显然 的 . 考虑 第 二 个 不 等 式 ， 用 已 表示 f 的 次 数 


至 多 为 & 的 最 佳 禹 近 多 项 式 . 我 们 已 知 Q, 空间 中 的 Bernstein 不 等 式 〈 见 定 


理 & 2 3): 


| RP, la, < CR || Ps Hl a. 


WE EERE 290. H5 4 2 3 得 
| Reef =F lla, S CE Cf, QOH | R,;Pm —Pe lo . C417) 
令 卫 _i 一 0 并 记 


m 


ies trp Spey, 


j=0 


由 引 理 4 2 6 和 Bernstein 不 等 式 ， 可 得 


C 
| RP 一 Pr lle, <E RP llo, 


e 75 5 


Ze 8b BR C7 B) CP BER EE C 


m 
< Dy LR Ow — Pe) lla, 
j=0 
T" 
< 277 | Py — Pav Mo, 
j=0 


< EDEL Cf, QJ. 
j=0 


考虑 到 
27 
ef, QU sb X FBS, Q). 
i254 
我 们 得 


| Ri, Por — Po ll o, «e G 4- D? EC, Q,). 


最 后 我 们 选择 m 使 满足 2" R2". GEA ARER (4 17) ， 可 得 所 需 结 
R. 其 余 显然 ， 故 定理 4 2 8 得 证 . 
由 定理 4 2 7 和 定理 4 2 8 易 得 
定理 4.2.9 设 / EQ,,，aEN. 则 
Ef, QD IKS, k“; Q,). 


河 
B 


x. 


KG. k* Qo < SB >) Gene EG. Q. 


ÜSSE 
K(f, k*; Q) =OCR™), (R> œ), 
SAMS. 


E,(fs Q) = O”), (k= œ), 
$43 线性 组 合 逼 近 
我 们 首先 给 出 一 些 引 理 . 


引 理 4.3.1 XJ rEN fl £f. € HU) HER FEQ, A 
| Rie DF lla, s Cas rm | RF Il a,» 


E 76° 
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其 中 工 表示 人 恒 等 算 子 . 
WEB]: XP R"fC€Q,. H5|3 4 2 6 可 得 
| Rie — D'f | o,  CGOK* | R Ria — DF lo, 
= CG)k* || Rig — D^! Gef) Ilo, 
<e Ca E^ IRSE Da. 
引 理 4.3.2 itf € AU) Awe R"f € Q, . Wb] m € N, 有 
k* | R'RE, flo 5 Ref —F ll a. 
证 明 : 由 引 理 4 2 4. 我们 有 
RY || R Ria f la = I| Ria Ris f =A la . (4. 18) 
则 从 引 理 4 2. 3 和 (4 18) Al 
k "| RRE, f la, —& * | RER" f llo, 
S k” || RaR" f ll a, 
— k* | RR f llo, 
= | Ri, Gi. f — f? ll o, 
S || Rf — F ap 


定理 4 3.3 对 JEQ,， 有 
[| Rra —IYf |a, = Kk"; Q) = 
Q — inf (|l f —glle, Hk” | Rg ll a). (4 19) 


R"g€Q, 
WH: CD 我 们 首先 证 明 
| (Rea — D la SKS: Bs QN 

与 定理 4 2 7 证 明 类 似 . 选取 合适 g EWER” EQ, 和 

| f—£gla, TE” | R* la, S 2K k” 5Q,). 
由 定理 4 2 7 和 引 理 4 3. 1. 我们 可 得 

| Rre — DF ll a, 

< || GR, — DGF 82 la, +I GR — D'e |a, 
x EUR, TP e + | CRUS o Dg lo, 
Sx | Poe le, | ie a 


xz If- g lla, ^ | Re lla, 


€ 77 5 
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<2K(f,k- 3Q,). 
(2) 下 证 不 等 式 的 反方 向 . 证 明 是 构造 性 的 ， 就 是 说 ， 我 们 需 找 到 g 


Bu 


l £— lla, SCI GG, — D'f ll a, 
和 
k” | R^g lo, «Cl GR. — D'f llo. 
对 7 二 1， 显 然 与 定理 4 2 7 中 相同 取 g 二 Rs f.p r1. RIERA 
y= » na DR. f. 


Il 


现在 记 
Lf—ga, = Ream DF lg. 
现在 我 们 估计 || R”g || 。 ， 只 需 证 明 
k™ | R*RL, f le, < C | Gt, —DF la 
多 次 利用 引 理 4 3 2， 可 得 
k™ || RRi F lla, = Ek" | BR RU Ri. fla 

SSE" || Rie — DR RE F llo, 
=e || RRR DF lle, 

=e || GR — DF la 


ui 


定理 4.3.4 iw fEQ, & 


Lin f := >} (— 10^ (je. f. 
= 
则 
|f — Lir f le, HE | Rhee f lo, = BC pe ey). 
证 明 : 由 定理 4 3 3. RM ARIE 
k^ | R°Li, f lla, SKCfsk™3Q,) (4, 20) 
多 次 利用 引 理 4 2 4 和 
R'RQg 5 RQR*g.g EQ 
可 得 
R"Ri,, f = (— D'k"Ri,G,, — Df. 
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所 以 ， 
k7* | R*Ri, f lo, = | Rin Rew — D'f llo, 
S ll Gs — D'S llo, 
m EC, Ei. 
由 上 公式 ，(4 20) BB. 
推论 4.3.5 XE KCS.k™5Q,) 由 (4 19) 给 出 ， 则 
KEEK; Q, = KC E10) 
WEB]. 参照 定理 4 3 3， 我 们 仅 需 知道 
| F Lermi fla, = | OR) — Lis P) la, 
< IF Lr f hot Ra GF Lr P La, 
Sa L4 Erf la, 
= EVO 


$44 Marchaud 不 等 式 


本 节 分 别 给 出 关于 区 一 泛 函 和 光滑 模 的 重要 结果 -Marchaud 不 等 式 ， 即 
高 阶 控制 低 阶 的 逼近 问题. 

定理 4.4.1 对 K(f,i;Q,) 由 (4 19) BH, roa CN, J 
Rum Sas) 


u 


I Cf st™ QST (| 


WEB]: ji m—[1/t]. BEMA 3 3, W 
KCFgqQU s If Lanea f lg t£ || BL fs 
< CK Cf ant 0,5 +2 || RL fle. 
选择 满足 2 <m <2" FF id 


k 
Law J= Lama J — Let wa df 5 zs f — Lin f F La- 
?=1 


使 用 Lia fHC, A RL F50 K 
| Lea f — Les f |l Q, < CK CF 2M ;Q,), 


e 79 。 


Ze 8b BR C7 [B] CP BER EE C 


由 Bernstein 不 等 式 ( 见 定理 3 2 32. RNA 


k-1 
K(f, re To < CK Fam D ;Q,) 十 如 NOFEC, Qat DI ;Q,) 


1—0 


+ G*m^K Cf, TQ). 
利用 KC f.u;Q,) Al u^ 的 单调 性 ， 可 得 所 需 结果 . 
另外 还 有 关于 光滑 模 的 Mauchard 不 等 式 如 下 . 
定理 44 2 BSE Q rs NA 1X<r<s. 则 对 0 二 :二 1/2， 有 


1 
w, Ct, fQ) x arf e ES, 


WEB]: 首先 我 们 先 给 出 一 个 恒等式 (直接 计算 易 验 证 ) 
(1—2) = 270 — 27)" +Q@) 1-2)", 

Hp Q(z) = ((0— (4 +1)"/2")/A— x). 

给 出 所 谓 平移 算 子 m : 


c, f(z) = fk” i 
用 平移 算 子 mn 替换 上 式 中 的 z， 可 得 
Ai f = 27 An f —QGGOAP f. 
因为 QCz) 为 > 一 1 次 多 项 式 , mn HQ, 空间 模 为 1 的 算 子 , Be || QC) Ila, 
有 界 . 所 以 
l A f lle, <27 lA f llo, FCI A f lle, <27 Aa f lle, - Cora Gv. F Q. 
重复 利用 上 面 不 等 式 m 次 ， 并 光滑 模 性 质 ， 可 得 


lA f la, <2” I Fla, C2 "o, hs f, QU. 
XE h fe [o.c] 取 上 确 界 并 由 光滑 模 的 单调 性 ， 我 们 得 


» 


atts fo 2 || fle - OF 31 Gi wa Gi, fo ,) 
j=0 


m 


afl, j 
<2" || file, to | ewe Le Oe) yy, 


7 
27i u 


i39 


Htm HÆ 2 过 2 2<1， 则 上 式 可 推出 
Bins fo Qe) hy | 
u 


olt, f, Qp) <œ (f, Il f lle, ): 
EA r>0 Wt, ALCQ—0. 故 上 式 可 用 f 一 Co 代替 f. h Jackson 定理 得 


s WO x 
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rt ( $ * Q,) 
pia MENT sa 了 P^ du. 


u” 


1 
inf, 1/76 la & Coss f Qo & CJ, 


上 式 用 到 : 34 1/2<u<1 Bf. ea Qs f, Q)= 1. WER || flo, VRE. 
MUM T s — r+ litt. Bhs 二 -十 1 情况 ， 易 通过 归纳 证 明 . 


845 开 一 泛 函 与 光滑 模 等 价 性 


在 和 逼近 论 中 ， 光 滑 模 是 研究 函数 中 心 逼 近 正 道 定理 的 基本 工具 ， 而 在 
很 多 双 近 问题 中 ，K 一 泛 函 "起 到 很 重要 作用 ,它们 都 表示 函 数 的 一 些 本 
质 的 逼近 特性 . 故 研究 一 泛 函 和 光滑 模 相 互 关 系 成 为 函数 通 近 论 的 主要 问 


我 们 以 星 形 圆 型 域 上 的 Hardy 型 空间 为 例 给 出 空间 上 K 一 泛 函 与 光滑 模 
多 个 等 价 性 定理 . 对 Q, 等 函数 空间 也 易 得 出 类 似 逼 近 结 

令 呈 为 C 上 的 圆 型 域 ， 即 ， 对 任 xzED 和 0ER， 均 有 ezED.D 为 星 形 
域 ， 即 ， 对 任 zc D fü|aA| —1. 均 有 XzED. 设 X 为 D 上 具有 旋转 不 变 的 半 
Eid + | x 的 空间 ， 对 任 £€ X. 020. r€ N. {的 r 阶 光滑 模 定义 为 : 


or f. 30: = sup | Ai fC) lx = sup | AFF lx, (4 2D 


这 里 中 心 差分 At 与 向 前 差分 A 为 

A; f(z) = Ai f Ge? ) = AAT f GO = Mo 0» A felts), 

H(D) 表示 D 上 全 纯 函 数 全 体 . 易 知 对 任 f E HCD) ， 都 存在 齐 次 多 项 
式 展 开 


f(z) = SIF i, (4, 22) 
j=0 


其 中 F,GO 为 了 次 齐 次 多 项 式 且 级 数 在 D ERKA. /在 = 点 的 a 阶 径 向 
导数 为 
Rf (z) 一 S REG), at 
EC 中 的 星 型 圆 形 域 D 上 引入 7 的 径 向 导数 定义 新 的 wER+ 阶 有 一 泛 函 
s B] a 


全 纯 函 数 空间 中 的 逼近 理论 
K,Cf, £; X)= inf Cl £—gll X9 £& || Reg || X), (4 23) 
RegEX 
其 中 f€ X. 


Z Ditzian 等 获得 了 在 L,C zz D 空间 中 光滑 模 和 一 泛 函 的 等 价 性 : 
定理 A X fe L C rr 0O< poo, K 
wolf, Og = K, (F, fhe mE | f—T lata? | T1. 

其 中 上 An 次 三 角 多 项 式 全 体 . 

其 后 等 价 性 推广 至 实 球 面 调和 函数 空间 上”* 引 ， 分 别 采用 微分 一 差分 算 
子 ( 即 Dunkl 算 子 ) 和 球面 Beltrami — Laplace 算 子 来 定义 K — 17 KME 
模 ， 更 多 亦 可 参看 著作 . 本 节 主 要 目的 是 研究 在 多 复 变 星 形 圆 型 域 D 上 的 
Hardy 型 空间 上 的 结果 ， 类 似 结果 可 在 Q, 等 函数 空间 获得 . 

引 理 45 1 Y T, OD 为 任 次 数 至 多 为 & 的 三 角 多 项 式 . MXF < peo, 


有 
2r 2r 
| EXCITE | T, CO) | ^d6. 
引 理 4.5.205 42 g(2€ H'(U) , 0<p<1 f reN, W 


2r > p F : b 
| | Ar ng Ce?) | ^d0 < a EIE | dô, 
, "EET 


j 
+ 


m 


Ai og Ce?) = 5 ¿jy (; je ce ) 


和 C 为 仅 依赖 p，r 的 常数 . 
引 理 4.5.3 设 / (D EA, rEN. 则 

w(t, f, A) <a" | R'£GO |l. 
iE 对 轧 分 情况 讨论 . 
Ci) 4 p 宇 1 时 ,我 们 可 


N 
wp. diu 


E 
s 
Z7 
Xx 
~~ 
I 
| 
s= el 
| 


d iO, ++.) TP 
trs MARC Ddo, ---db, 


wie [m 


= [e] T PRS Gemma a. 


所 以 由 Minkowski 不 等 式 ， 有 
« B2 5 
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1 
PP 


| AS f(z) | 4, = sup(|, i | TR’ f (ge^ +4) dg, ee do, 


n d x 
<| ; =| (sup| | R' f Cae?) |)" es ed, 
F —$ \aerdD 


=W RL) Ha. 
Cio 3 0 过 p 过 1 时 . HÆF G. 51) 证 明 ， 可 得 
一 Üx = 

| Ac fA = VAL PG 4, = sup] [LAs fe?) | dodp, C). 
(4, 24) 

& g.Ce?) = fle”). EI 

Aj fe?) = zt) f Gag ) 
= Ajag .Ce?). 
利用 (4 240. 514 5. 1 和 (3. 52), f 


2r > 
| Ad f(z) 4, = uc sup| | | Aig. Ce?) | *dédp.(z) 
ud 7t DJ0 


acr 


T JME T7. i i 
<CH supf h MEINES 


=q" d sup] [^ | Rf Ge?) | *dOdu, (2) 
« On? | Rf GO NA, 
wee CIC 得 
1A fC |a, <A" RFC lla. 
对 上 式 两 端 取 supo-;<,，3 引 理 得 证 . 
E8454 BICA, 0<p<co, 120-0, r€N. lj 
att, s A= CE FLA. 
证 任 取 gE€ HCD) AWE Re EA, m3 4 S 3 可知 
i Ate fy A Citta T ne A e re t Ad 
<= C{ || f—g lla, +e I Re lla). 


ak 
cr Ct, fs A,,) < CK (t’, fs A,,). 


e E 


Sab WRX SI PAB ITEC 
接 下 来 证 


Ks fs A) e Oo ty J; AD. 
Ra- T. ED kc 1. 由 Jackson 定理 5 ， 易 知 存在 并 可 构造 出 
BA E REUSE PuGO . # 
l| Fe) — P. GO lla, < Co, Ge , fs AL. 


直接 计算 ， 易 得 步 长 A0 Brpa2:4) BS HA 
Aix'—0, k<r; 


Ax Sr! h’; 


r+2i-1 


He jir (2-4) —0,VICN; 
Ar f(x.) = WFO , 


Baca. 


id P, ge?) = Pale) = Pa Crge”) ,其 中 z= rte" CE ID. Pug Ce”) 可 
看 作 关 于 0 的 & 次 三 角 和 多项式 . 由 Taylor 展开 及 中 心 差 分 性 质 可 得 
AGP ys (z) = 5 D . J£— 1X P, (ze $7?^) 


j=0 


m 


= (om Pip CE) 33 


j=0 
= EPF i) E S. CP» 


ee 1 
于 (4 25) 
| 。 


其 中 一 二 rD <> ; HU /一 7 为 奇 的 非 负 整数 时 ,7(r，2) = 0. 


再 由 Bernstein Rsk 〈 即 定理 331) | RP. || A, < k || P.C || A, ， 
可 知 


| RP,GO lla, «E |RP,GOla, — . (4 26) 
He sc min (1, p) ， 对 于 |a | EL. HMC = Cos 0 S EXER. 


= ow 
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故 由 (4 25) 和 (4 26) ， 得 
— |] AGP, lla, A^ RP, |, < | AMP — AiR'P, || 4, 


ri hotp 


id 一 CDY 


| R'P, | 4, 
1 
< lw | RP, lla, (4 27) 


1 4 
BOW rM. n 


d P MAL X wt, Ps — f») +a, f. A,,) 


«m | P.— fa (e fr An) 


< COP Dai (T fa A). 
由 (427) 可 得 
: : 1 
h” | RP. là, <2 (AGP. IA, < d rd f» A. | (4, 28) 


则 (4 28) 及 Jackson 定理 可 推出 
KC’, fa A,,) < | f— P; | A, et 
< | f— Pella HET IRP Ma, 


| R'P, la, 


< CG Ge. fr AQ IAI RPA La 


政 
K, f. A,) wt. f» A. 


现 定义 男 一 种 K — ZR: 


K(f, à, di inf (|| f—P lla | BP la m — Ll. 


先 得 到 与 定理 A 相 类 似 结果 . 
定理 4.5.5 对 fEA,, 0-1, jf 
EU FAO ~ wt, fs AD. 
« BE a 


的 逼近 理论 


全 纯 函数 空间 


证 明 : 由 光滑 模 性 质 Cc) 易 知 : 对 任 PEP,， 
c, Ct. f^ A,) x Clw, Ct, f—P; A,) d o, G. P; A,)) 


<C- Pla, te RP Ia). 


因为 左边 与 己 无 关 ， 故 两 边 取 inf 可 得 
wlt, fa AD LCRO, Ex AD. 


下 证 不 等 式 另 一 方向 . 
&n=(1/t], WZM n<[Vt]<n+1. HE g 满足 R'g € A 有 
I £— P.Lg11 4, +e | RPE] ll a, 

- lg— P.Lellla, +2 lR'G— Pale) lla, +e ll Re la. 


«eI £— gla, 


因为 R'P,Lg]= P, 
ll g—P. Lg] lla, <CGo,C/n,g,A,) < C || R'g la,» 


[R'g]. Ht Jackson 定理 可 得 


及 
| R'Gr— P,Lg D lla, SCI R' Hua. 


综 上 可 得 
| f—P.Cella, He RP Cella, SCF- g la, te Re a 


AAP, Le] 为 次 数 不 超 过 ? 的 多 项 式 ， 故 在 上 式 左 边 先 取 inf 后 在 右边 
取 inf, 可 得 
inf {| £— Pla +2 RP lla} SC int CL f— lla +e Re lla). 
n R'a€A, i 


再 由 定理 4 5 4 可 得 
KU, Fs AJ SOR, £a AL) < Colt, f, A,). 


定理 得 证 . 
注 : 利用 定理 4 5 5 和 光滑 模 的 性 质 ， 易 得 出 强化 的 Bernstein 不 等 式 
| RP, lla, < Cn' | P, Mla, 
定理 45.6 对 任 一 多 项 式 PCP,, n. r€ N. A 
| RP | a, = n'w,C1/n,P,A,). 


证 明 : 由 光滑 模 性 质 (c) 易 知 
n'w,(1/n,P,A,) =< C | R'P | A, 


下 证 另 一 方向 . 由 Bernstein 不等式 〈 即 定理 3. 3. 1) 得 对 任 多 项 式 Q, 
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"E 


应 月 


€P,, 


| RP la, < IRCP—Q la; + IRQ, la, 
< CnC | P—Q lla, + RQ, Il, 


再 由 定理 4 5 5， 得 证 . 


E457 WE fEA,, Oct. 知己 为 次 数 不 超过 [ 1/6] 的 多 项 式 且 满 
足 Jackson 不 等 式 


| f—Plls,<Co,G@, f» AD, (4, 29) 
则 有 
wt, fr AD = | f—P lla, HERP Da. 
WEB]. 由 光滑 模 的 性 质 Cb) CO. AA 
w, fr Aj) SCF= Pla, +e | RP | aD. 
另 一 方向 ， 由 定理 456 和 (4 29) 可 得 
t || RP || a, < Co GL PLA 

<Clw,(t, P— f, AQ +o, f, AD) 
« CCI P — fla, Folt f, AD 
< Gu, Cts f, A,). 
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等 价 刻画 


相对 于 Hardy 空 
可 以 通过 连续 模 引 入 Bergman 型 空间 中 的 Holder KA . 所 以 ，Bergman 型 


li], Bergman 型 空间 中 的 函数 没有 边界 值 . 然而 ,我 们 


空间 中 的 连续 模 被 认为 是 替代 了 Hardy 空间 的 边界 值 . 对 于 高 维 全 纯 函 数 空 
间 中 的 连续 模 的 性 质 ， 可 参考 . 我 们 将 看 到 : 定理 5. 1 1 关于 Hardy 28 
间 的 结果 可 视 为 Bergman 型 空间 结果 的 极限 情形 〈 见 定理 5 5 2) 

JH Q 表示 C" 中 的 具有 标准 Harish 一 Chandera 实现 的 有 界 对 称 域 . S S 


为 Q 的 Shilov 边界 


且 具 有 规范 化 的 Lebesgue WE c, HME S) — 1. 


用 表示 正 规 函 数 . WR. a. D. All ro 为 正规 函数 p 定义 中 的 相关 常数 . 
HHO 表示 Q 上 的 全 纯 函 数 全 体 . 对 任 f € HCO). 我们 记 


和 径 向 导数 为 


X O< pq 
f € HCO) 构成 : 


fle) = fad, fet) = fü", 


Rf) = EE SS. 
co, Bergman 型 空间 "ue 件 的 函数 


Il fll ENG dag FACON Hy ase 


=i 


~ 


q 


1/p 
nD ge OMG, Ddr) «ree, 


Mir. f) = ([ Lee acp)" 


d qd 二 ce 理解 为 极限 意义 下 的 情况 . 


IZ pKa 了 WIE 
wld, f) 
ix 0<eXl. 


cC 


车 续 模 的 定义 
= wð, f, Hyg. BUE, ll fa —f lla ; C5. 12 


Prag 


一 个 函数 fC Ayo BEAR T a Holder 类 当 且 仅 当 


p* f. FH s, à. od = Ol), Vo E (0,1). 


— Hélder 类 可 用 符号 A* CH, ,, 。) RA. 


REZA 


RAT. 


定理 5.1.2 设 f(z) € Hpo OX f$) qu 55,0 asl. M 


e BU x 


全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


TE ACH p, 4, p) —7 | (Rf), | Bwe OUCL ip 3, p i 


$52 Bergman 型 空间 与 径 向 导数 


本 节 将 给 出 关于 正规 函数 ，Bergman 型 空间 和 径 向 导数 的 一 些 基本 结果 . 
引 理 5. 2. 1 EOS t<r<lals>0, Eor) =o) 和 


gG) -— g(t) eg) a g(t) 
(=r? ~ q0—20*'ti1—D0*^—232*^ 


有 了 这 个 引 理 ， 在 使 用 时 ， 通 常 可 以 取 rn 为 零 . 
在 Q b. WA Bergman 型 空间 的 模 ， 我 们 考虑 


UU tig tee = ([ ao one ono. Dd) . a 
显然 ， 
VE E = dE 
XT O<p<co, R (5. 2) 中 的 权 我 们 有 时 记 为 
Or) = P) = PIa g(r7) ; (5. 3) 
引 理 5 2 2 XE O- p, qx, fE Asay. Ill 
Ilf Ins roo S Ul fll a, neum ; (5 4) 
证 明 : 我 们 断言 Xt O<p<oo, 
$2: r +1/4), re [0.1/4] - (5. 59 


FEKE, HERE MA- om) SHARE. C4 o GO = 0-0"? 时 ， 
上 式 是 成 立 的 . 在 这 种 情况 下 ， 两 个 函数 都 与 非 零 常数 是 等 价 的 . 

因此 ， 当 0<q<ocohf, 考虑 到 M o, A 的 单调 性 ， (5 4) 可 由 (55) 
得 到 . 情况 o 一 <e 可 由 最 大 模 原 理 直 接 得 到 . 

引 理 5.2.3 设 fEH Q), 0<pb<l, 0<qX+oo, RO<r<R<1. 则 


I y | Hy qu L0 T Il f | H, 4 UR/2 (REN /2) . (5, 6) 
WEB]. BL O<pb<1, Al (550 一 样 ，(1 一 ”2 :是 单 增 的 及 
Or) SOR), VO-rzR-«I à (5. 7) 


EL R 4 
取 变 量 代 换 p 一 <2， 得 


s OD a 


SAS Hardy—Littlewood 型 定 


MT 


Etr 


2 


Il fll Hy, uu RIP Gm. = P loM Co. f) do 
2 


_ if" Rit /Rit 
;| nl 3 Jui 2 d 


=| BM? G, Dat = || F IB, oo 


引 理 5 2 4 Be O<p<r<i. W 


Do) = Op ++), (5. 8) 
证 明 : 这 可 直接 由 下 式 得 到 ， 
pic ] 


gel ex 2(1— (ot 20) 


引 理 5. 2. 5 Bi<p<r<l, 0€ [zr]. JU 


l5 
2 


2 
([3 | tet re” — o] >H); 
bb (Ld 
7t 
" " uU l^ xcu 
证 明 : W a 一 十 一， 注意 到 


à |2 , e" 
LE el = (p — 9* + tpp sin’ £ 


是 关于 0 的 偶 函 数 . 这 样 不 妨 假设 9€ [0,x] ， 所 以 (|i) 可 直接 由 不 等 


sind> 49, V oso 
得 到 . 情况 (ii ) 类 似 可 证 . 
引 理 5.2. 677. 3 0<p<1, 0<r<l, F g CEA UO E45. 
(| Jere") | db)" x (el lgCe?) |^d0. . (5, 9) 
—m.m) =n) 


Fl pig GQ) » D 


VOS. ts Hoa LADO, F.H . (5, 10) 


s Ole 


全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


证 明文" 外 中 引 理 3. 3 证 明了 特殊 情况 g(r) = (1 一 7)* ， 其 中 4 二 0. 其 
证 明 同 样 适 用 于 广义 的 正规 函数 o. 
Æ h, Hua 构造 了 全 纯 齐 次 多 项 式 集合 


_ matj]! 
Gli — DD 


其 在 HOD NALA) 完备 且 在 Q 8l S 上 是 正 交 的 . 每 个 函数 f. € ACO) 
都 具有 级 数 展 开 CS 56D: 


Dio:7JENU(10) um 一 工 …，770 


f(z) = Y p (5 11) 


j=0 v=1 


其 在 9 的 紧 子 集 上 是 收敛 的 ， 且 系数 是 由 公式 


aj. = lim f GO Gn Edo CE) 


A. 
对 任意 BHO Fil s 宇 9， 我 们 引入 分 式 径 向 导数 Re* (BIL), 


(RP f)(z) = 9 D O F Djar). 
= 


j=0 v 


引 理 5.2.8 设 O- p, qXoo, BOO, s>0, uz0. He 为 正规 的 . 则 对 
任意 SEH Q), 


1 1 
| ml = ri Mr, fre. | 人 一 人 本 COM ORG 


(5. 12) 
当 p 二 2 时 ,不 等 式 可 理解 为 其 极限 的 情况 ， Td r—1 "B. 
M,(r, f) = Op  C))&SM,(G, Rf) = 0A =r) *e ! G)). 
WEB]: “4 u—O 时， 在 2 中 结果 已 被 证 明 . 一 般 的 情况 可 由 不 等 式 得 到 


1 1 
| 天 人 一 到 g(r ME Par ~| (1— Fe (OME, Pdr. 
0 0 


不 等 式 的 一 个 方向 很 显然 ， 男 一 个 方向 可 由 变量 代 换 1 二 x RESI. 
引 理 5.2.9 HO0<p, qxoo, s>0, B>0. 若 9 为 正规 函数 , Yr) = 
d— ror). tj 
w 6, fo Hpg) SW, RF LIT. VfE HO) . (5.13) 
证 明 : 由 定义 ， 
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Nur 


A, CRÓ^ f (z)) = Rf (e^ z) — Rf (x) 
= R**(fle"z) — f) 
= R (Af C2). 
所 以 由 引 理 5. 2 8 可 得 
T 
sup (| pP] ex PM A Pdr) ” 
<h<d 0 


/过 


«CÓ. f. His = 
l/p 


1 
= sup (| rn POE Urs R CA, Par) 
Ozchzló 0 


1/p 


-— 1 
E (| PAOR Mr ARE £odr) 


VES ES 
= wd; Reef, Haa. 
我 们 将 使 用 Hardy 空间 中 的 Hardy— Littlewood 极 大 定理 . 
引 理 5 2. 100? it f€ H^ (U), 0<pxco, 
FOO) 一 SUP. | f Ge?) |. 


W Fc L^(0,2xD A 
I F | L’ ([0,2x]) = CCp) | f | H’ U) + 


$5 3  Hardy—Littlewood 型 正定 理 


Hardy— Littlewood 1E 4E 3825 HT f e] SX RS AUP 了 连续 模 的 估计 . 
定理 53.1 HOS ps goo, f(z) E H,,,. W 


(ile 2,48 mme ye A (5 14) 
pag |P l— 


WH: SfE HM, PAA — fap, HhaAcCUMCES, MARE 


HW) .*4 
1/4& p <r<1, 
io eel anat E WA 1 
to —pt—.—:gm ot 1 ~_WI/4<p<e<a<l. 
对 任 固定 y>0, 我们 考虑 全 纯 函 数 
«ao o IM, V lala . (5 15) 
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] 
HD 
SSN 
I 


b E3392 B] CP BOE REC 


和 


由 Cauchy 公式 ， 可 知 


LAD Lj Aaa 
iu E ee t cte 
特别 地 ， 取 一。， 有 
hoD Lll Pep) — fe 
Co — rp)" 2zij | wl =p, Gw— o) (o — rw)” 


= ef” Selo) — fie" e" ap 
2nJ —« (p; e" — otn — np e^ )* i 


所 以 


i * Tz = pil 
| Ain — feo ee ro) f FATE fee Fe. 


Es 


= |o — roe 
因为 (5 15) Pg W fklals 上 全 纯 ， 可 知 


2x(w — p) 


— = fi — fiC) 
} . = $ U 
OO: g(a) fa — A? AE 
全 纯 . 所 以 由 引 理 5 2 6 得 : 对 任 0<t, gm. 
(| [aae | do)’ = a-on| | A Ce?) | "dé. 
[一 zx) 一 元 7 向) 
取 二 2/o， 则 


| LÁ GO — fle | apy" 二 
( r lop — rpe” |” ) 2 


a yj" [fled flee) |g 
i * 
lan] nd lo — ne |" 


把 上 式 代 入 (5 16 中 ， 我 们 得 到 
| feo.) — fi |" < 


ga" (0 — m p E | felpe”) = fel 
(27) (a — p)" ks x = 这 | — rpe” |” ] 


(5, 16) 


现在 我 们 取 参 数 y=4/7n. AX 1/4 o 1. — o =p 一 p= A 


p—p-a-pndcp« 


HOME 1/4<o<r<1 Io =pt L7, A 


& Ob s 


r)/4, 


MT 
n 


SAS Hardy- Littlewood A 


型 j 


SRM 


| fige — fip) |" 


(fein — fi] ee a=" 


1— re’ |‘ 
现在 ， 我 们 将 Cauchy 公式 应 用 于 全 纯 函 数 
PEN ^8 " 
gi O0: (o —9or' v lal< a 
得 到 
KO» 1 | few) . 
Gai A” Gall iala fon ee” Ya. 


对 (5. 19) 两 侧 取 导数 并 注意 到 
fo- RFGD 


我 们 得 到 ， 对 任意 [al< os 


RFQ) | wre __ L| fc Cu) disi 
Alo S A) (a —n0"! Art) | wl (weA (a —reD" 
BC A=p; 有 
Rf (pe) Who _ ef" fe(me de® do 
püm—m aS rp) ni- (e — p) Coi — r”) 


特别 地 ， 令 fel, fl 


yr - ep e? 
Co mip) 2n|-« Coe” 一 DO) Ca — rose 7:40 
我 们 用 (5 2D WE (5 22) 的 适当 倍数 ， 从 而 得 到 


(oO—m) I" Ce» — fe pe” 
R 一 人 (一 部 | (ee ) — felp)e ag 
Ce? Zn - Que" — o) Coi "gd 


所 以 
2( ro) | fi Ge) 一 f«& | 
REGED) |< ee" : o QU 
| FE | 2 " =o |a — rm |” 
再 由 引 理 5 2 6， 对 任意 Om. A 
[Rf (pO |" 


e» (p—rp'V', p "Ir [fe (ae — fe (oI " 19 
=. (p; 一 0) ge mi = [aroe |” 


通过 选择 合适 的 参数 ， 我 们 知道 1/4<p<p <o <1, 


e gal Y. pı =l r A <Sa-n. 


Ga 17) 


(5 18) 


C T9) 


(5, 20) 


(5, 21) 


《5 22) 
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元 BN 
REG s a- pn] E HP Cay . — €& 23 
一 — re 


由 引 理 5 2 5， 注 意 到 


| do 3l d0 
|1 re? |* ^7 Ja (Aar +6)? 


三 [ 
-— 3 
Ars aqq y» 

l—r 


0 
pice ACE. 
; a-r? 


由 于 fiie» fts | fie — fe Cod [27+ | Aad — few) 7s JA 
(5 23) 和 (5 17) 得 到 


IRFqp s a-en[ | fel?) — fD dy 


E |1— r’ |* 
我 们 用 s— min (1. p. q) 替换 7 得 到 : 对 任意 1/4<p<r<1 M po =p 


lf 
9 , 


十 


元 ip e 5 
Rro NS aes | fore") = feo Vy w 


| 1— re? | s 
现在 我 们 取 gq/s RIT. Æ S 上 积分 ， 并 利用 Minkowski 不 等 式 ， 得 到 


e [fane — fina |* 57" E 
M; (Rf) x =n) Lab new o 4) 40) 


ace | > i q Hu d0 
« 010—722»? ini (| lene 一 Fle 0 | de CD ) i-re 


s/q 


再 次 取 p/s X Jj. 在 [1/4. r) 上 积分 ， 及 像 引 理 5 2. 4 SE FER] FH 
Minkowski 不 等 式 . 我 们 得 到 


s/p 


([ BM? psRf) dp) 


s/p 


sa -D (f; op) in Mi (pis f» ae ) dp) 


-r 11 一 re 
ps s/q 


1 
Se a-on] (| ®(o,)Mi Co» f — de) 
ud 0 
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SAS Hardy—Littlewood 型 定理 
因此 ， 由 引 理 5 2 7， 
b 3 Rel. "€ Lg , b. qs 
RE His S|" PO A eaog 
(L8 Lk f Hu] mundi 
= w(l—r, f be 
(1 — wy 
即 
wll — Fs fs Hang) 

| Rf | Hy, quo EU = (1—r) um 


VI/A-r-«l. 

Ci) 情况 po>1 

若 7 宇 1/2， 则 由 引 理 5. 2 2 和 (5. 25) 得 到 ， 
I Rf | Ay qug P zm | Rf | Hy quu T | Rf I H, 


= || BF | x, 


wl 一 7， fH 
[14,0 7m 
pp 


Paed 
l]—*€* 


(5, 25) 


Le[HM4 


(5 26) 
若 7 有 1/2， 则 1 一 r* 王 1. JH (5. 260 rp r—1/2 的 情况 和 引 理 5 2 7 
I Rf Il n, pean S | Rf Il x, 
72 


QD 


5 


Hiid 


= 人 a ee f 


—_ wir, Fa H3. ) 
2d l—r 


NN 


(ii Ti 0<pd<1 


由 引 理 5. 2 3， 引 理 5 2 7 和 (5 25)， 我 们 得 到 


l| RF ll we... rer S URE D m, os 
710! m 1 LI. f. H ira) 
zs 


mu aK — 2/2, LE 


jh? 
l£* 


e 07 。 
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-一 710! Fs. f. H sagd 
= jx . 


定理 5.3.2 设 0<p, gies, f GO € HQ,Q (9) . W 


| GO. D u.s. eere Pu) xor 1. (5 27) 


证 明 : 我 们 分 几 种 情况 证 明 . 记 
Ni Crs f) = ll Ff. ll C 


Cio 情况 pcl/a 
由 引 理 5 2 1, 


1 1/ 
Nie ths D = " E dci | Free) [de CD") ” 


l/p 
| -— P ^C) 
; Ji JO | "do (0) "dt 
ic r 
st n = 1 EO | ft) [ido dt) 
(*) (^ 
= Qo | fC2) Ila, Coon 
所 以 ， 由 定理 5 3. 1. 
Noung GRÉ) s (Gy? SO Le Haa (5, 28) 
(A) M m 时 ， 由 co 28 得 到 
Nahi RD SY 一 全 ee (5 29) 


(B) M LS. 有 l—rzl. 因此 由 (5 29) 和 引 理 5 2 7 可 得 
Nong GRÉ) < Nong RP) 
muti. Eo 
= Ww 2 , * bine 


& gere tly atte To dis aig 


« DE ， 


SAS Hardy—Littlewood 型 定理 


Cio 情况 0<p<t 


取 BEE BS ——a>0. &s>0, (op) -—(1—9P"gCo . 由 引 理 5 2 8 和 


j= 


3[38 &. 2, 9. 
1 i 
Naag r P= (| gU -op qx. | Fp) | "ds CO dp) i 


2i 


1 " 1/p 
pg? 0-99 Co) d, | Rf (pb) | "da CO do) i 


—— 
o 


“f |l Hpg lel < 


与 情况 Cio 同 理 ， 可 得 
wl—r, RF f.H,,,) 
LF 


N ie Ta fp 5 


mk. 由 (5. 13), 


— Fy f; H, sap) 


Novag rs P) ss quem 
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Hardy— Littlewood ji E BEA ih Al Fg eR Be f 45 r8] Se CB HK HE Za] ip FL GP R 
的 估计 . 引 理 541 d f(z) € HOO . 0<h<r<1. 
Cio Zi qz, W 


(I. | fered — fFCir— ID dot) 
sj. (Í, BOO Naat) "ar, 


FE 
Clio #0<q<1, M 


INE = fr =hID | wel 5 


s OO x 


全 纯 函 数 空间 中 的 瘟 近 理论 


h — q 
a-on| BAe | do CO dt. 
JB. s — 


h 
2 


FOO Ar DO = fien — fr rh) 


ae) | 
| E o-D = | 


再 由 Minkowski 不 等 式 (g 宇 1) 得 到 


tr 的 的 » 


r—t 


1/q 


(|. | fr) — fUr— 00 ['da QD ) 


«Ig. 
« J. (J. 


Cii) XpOo«g-1. 4 Uus HKE [0,20 的 一 个 划分 ， 即 ， 
O = he LA, hy o9 — hg Gk Reo). 


Rf(G—DD 


r= 


dt) doo) 


T- q 1/q 
Rf(r—2 ? [asc] n 


fs 


则 
| fim — fCr—hyo |? 
一 | fetr) — fee — h) E 


CO fer hH h) — flr — h+ ha) 
k=0 


= Pa " 
XM | f'& — h -- 0 | d 
k=0 


hy 


< > Ua — h) sup |f';G—A-D]|*. 
k=0 有 
对 于 S 上 的 积分 的 估计 ， 我 们 利用 恒等式 CBR) 
| A = | di 去 | FCPO do (5 30) 
S S 2m. = 


和 Hardy— Littlewood 极 大 定理 GIM 5. 2 10) . 我 们 有 


1 2r 
| 去 | ,sup 
S 2r 0 hyp thy 


“lal 
S 2rJo 


fer hehe") l'atds co 


9 ic E huss e?) l'dideCO 
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- >| 2 Eoo eges 
2rJo Jo r—h-rhya 


<] 


因此 ， 对 于 O<q<1, 


‘ds (Wao 


q 


RF Ur —hħht ha) do(f). 


r—h 


INE — fr — WO |'dsCO 


5 hes — |. BE hehe doce ， g 
k=0 E 


r—h 


现在 令 


则 
Aen — hyd! = Zu — haa) — ha ar, 
注意 到 AD (O<q<l) 和 


| de 00 |*do(D 


均 为 区 间 LO, h] 上 关于 t 的 非 负 函数 . 进一步 估计 (5. 31). 的 左 侧 ， 


ad 


到 
| | Fre) 一 fCr— Ad) | “do 


RI e — ht ha4)0 


r—h 


>) ne heia | 
k=0 


[aop 


S 


xi >| DO P 


k=0 Mn FOR 


BET dern [dopar 


<f a-o] | 
? s ? 
引 理 得 证 . 
引 理 5 4.2 HB f(z) € HCO), q>0, 0<r<1. 则 
| | Fée? E) — frg) |do CD) 5 alef [REGO |do . (5 32) 
S S8 
证 明 : 注意 到 
fIGe*t£) — fit?) = felre”) — fiin 


Ze 8b BR C7 [B] CP BER EE C 


h h 
T" | 2 Cf Gre * di 一 if (Rf) Cre” Odo. 
当 q>1 时 ， 由 Minkowski 不 等 式 知 
h 1/q q 
JL fov*o — feo l'asco « (| (| IRF Fasc) d0) 
S 0 E 
= [alef [REGO l'de, 


其 中 最 后 一 步 用 到 了 测度 do 的 旋转 不 变性 ， 
4O<g<1 时 ,我们 知道 (参见 中 ); XHE F(x) € HCU), 


2x 2x 
| | Fe? ) — Fle?) |*d0 5 inl |F'C»|*dé . (533 
0 0 
HH (5. 33) 和 (5 30) ， 有 


fire*t) — fre) "det D 


H” | fe Ce!) — fy C?) |*düds CO 
0 


U 


Jaleo el ^ E > Sete) l'atdaco 


IM 
zh 
I, 
ie | |^ xz iR f Gre? | "Ode CO 


h | [RECO ido (©). 


定义 5.4.3 (BI) 定义 在 R'+ 上 的 函数 Q CO 称 为 连续 模型 函数 ， 
如 果 QCD) 满 足下 列 性 质 .: 

(a) QOO) —Q(00)—0. Xio 

(b) Q CO 在 R+ 上 为 非 负 和 不 减 的 ; 

(c) Q GO 是 次 可 加 的 : Q H) SAG) HA G), hPa, m0. 

定理 5. 4. 4 O<p, goo, w=min{1, p, q) . A") 为 一 个 连续 模 
型 函数 且 满 足 


| Oat < oo, 


a (z) € H.a Ift] EL Ui AE. 
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MT 
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| RA), I pa A 
则 
ec. fa pag) fs (J 


证 明 : 由 引 理 5 2 2 知 
| An f | H, quu DD T9 I An f | Hpg ED. (5 353) 
所 以 ，(5 34) 的 证 明 可 简化 为 


Ye 20 (834 


t Oe l/n 
I| As fll a, teo 79 (| ade VO<h<r<1. (B 36) 


情况 IL 0<q<1, pq 

此 时 p=min (1, p, q} — q. 

CA) 情况 p>1/a 

Gi) 我 们 首先 证 明 : 对 cE [0, 1/8]. (5 36) 成 立 . 现在 取 
O0<h<r<1/8, 1/4<r<1 (5 37) 


ii 
A, f G0) = | Forte") = FG? | 
< [fap — fr —WO|+ | fr WO — fI-neo| 
+ | Freg — f(r— het) | 
= A, + A, + As. 


则 
3 
Arf lla, can >) As lla, cv. (5. 38) 
i k=1 
首先 ， 我 们 估计 | Ai | Hy gpl VHD . 由 (3.837) 得 到 , r—h> 1/8, 故 由 


引 理 5 4 1 可 得 


h 
|. Ai |*deCD x I, T -97| IRF —h - DD | "do (Oat. 
: S 


所 以 ,利用 Minkowski 不 等 式 (pq), A 


| A, | Hy qud EAD 


1 h l/p 
去 eod, Ch — DM," -RHR II dr) f 


2 
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1/ 


h 1 ， 
x (| (有 ht) d, DOM,” = h+ RPdr)"’dt) 


IHE E (h/2,h), Heh Mr RA (5. 37)， 利 用 变量 代 换 
r—h+t= Q—h+ öp, 


则 
fet Mth —-) >p, po>r—h+t> 1/16. 
因为 p 宇 1/a Mr>p>1/16, 我 们 有 


pri pr) ^ 
Br) CL — 227 (a 5») S Bp) (5. 39) 
先前 的 积分 可 进一步 估计 为 


1/q 


h 1 q 
(f. ( — Dn? 1 PMC — h + De RÐ do)" *dt) ) 
7 0 


1/4 


h 
(h — D N agp —h+t, Rf dt ) 


4 (h — +)! 


1/q 


(| 
s (|; aon MOOG)" 
(J 


EM) 


1/q 


14 los 二 人 全 oa (8 40) 


同样 过 程 ， 我 们 也 可 得 到 


* p, CU 
| As | H pigo tD = (| i . (5 41) 


最 后 ， 我 们 估计 | A | gs oun 由 引 理 5.4 2， 有 
| Ae || Hy a l/t D 


1/ 


1 /q 
= ([ eco (f rco hyo) — fCr nett) dac) dr) , 


1 1/p 
3s i? PODAM,” G —h«Rfodr) i 


4 


RE r—h= (1 一 h) po. Nul 


r>p>r—h>1/16, (5, 42) 
故 可 得 © (7) SO (p) . 所 以 
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MT 
n 


ll As |l a, inso SAN paed 7 A, RAY < ACA). 
HW Q' (1) 为 连 —T O AH CB 


ory < C- - Doc. 


或 
QU < Hut. V0 < 一: 一) (5, 43) 


Or) 1/q 
|| A> || Hy quus <A) zx (J, oat) 


综合 上 面 所 有 结果 ， 我 们 证 明了 : 4 ce L0.1/8], (5. 36) 成 立 . 
Cl) Are (1/8. 1) ， 则 由 连续 模 的 性 质 和 引 理 5. 2 7 知 
ale: f+ Hang Salla fo Hyg 
< (8 +1)w (1/8, f. Ha 


二 (| i CEN 
0 t 


= (jJ, fay" 


(B) 情况 p<l/a 


He s > 0. BEL a0, gO) = .— DeC) . Ws] H3] 28 52, 8 f 
l 1/p 
Nu (o RP) (| P 0 o5 e GM, (or RP dr) ' 
0 


1 
(| priya r) o (r)M,? Cor , fdr ) , 
0 


有 (os fp 


aC — p) 
1—p 
HA p> 1/(B+a), RATX EXC RRA o 应 用 情况 CA) 的 结果 . 因此 ， 
eG RIF HL E- (J. eae) 
所 以 ， 由 引 理 5 2 9， 
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eG, fr Hia) 5 (J. oa) 


TOL]. O-q-l. p<q 
在 这 种 情况 下 ，w=min (1, p, q) = 二 p . 我 们 采用 与 情况 I 同样 的 过 程 
我 们 仅 证 明 类 似 (5. 40) 的 结果 ， 其 他 同 理 . 


我 们 同样 取 h = (1 一 (yh . S38 BEES 41) 证 明 相 同 . 利用 
(5, 31) 和 Minkowski 不 等 式 ， 我 们 得 到 

lA ln nes S Cf, BOX MOM - Atte — Rd 
ha Rf) dr)? 


SD rn h|, OOM,’ BF ha RO dot 
k=0 4 
A Me 1 j 
T: 93! ror, DOMP teh hy RfDde)!? 
hy E 


i. 


WE RR r—h+ti1= h+). 用 与 情况 I 相同 的 技巧 . 不 失 一 般 
性 ， 我 们 假定 p2—1/a. Ak C5. 39) 成 立 . 所 以 


1 
Chit? Je Br Mr — h oT t. Rfodr)"*. 


ft 
2 


| Ai | Foy ise [1/4,1) P M A '(h 0 NB (I — hap ts Rid” 


; QO? Ch — 
pol 
SS M t) ho 


guo 


Dave 


diy, 


tail. O<p<l, 1l<qxoo 
此 时 ，w 一 min (1, p. qa) =p. MED ERAN WEH (5 39) 类 似 的 
结果 . 与 情况 I 过 程 相同 ， 在 假设 (5 37) 的 情况 下 证 明 就 足够 了 . 在 这 种 假 
设 下 ， 我 们 有 r—h>1/8 ISI 5. 4. 1C |) 中 的 不 等 式 可 以 修改 为 


(J. | £00) — firc- no usq 


h we 
<| (| |RACr— DD ['de(). dt 
0 S 


SAS Hardy—Littlewood 型 定 


h 1/q 
=| (| [RAC A+ 00 Fasc) dt . 44) 
0 t 


JH (5. 44). 替代 引 理 5 4 1C o 中 的 不 等 式 ， 和 情况 开 证 明 一 样 可 得 所 要 
结果 . 

情况 N. I<px<co, 1x<q<co 

此 时 , p=min{1, p, q} = I. 

同 理 ， 我 们 仅 需 证 明 在 假设 (5 37 下 与 (5 39) 类 似 结 果 . 

由 引 理 5 4 1 和 Minkowski 不 等 式 ， 可 得 


| Ai d Hpg olt 
1 ey 1/p 
=f), on (| | FO) — f(r WO) 'dacp Y) ar) ' 
1 h PE q 1/q b i/g 
< | on (| pr ^ deo) di) dr) 
T 0 $ 


h 1 1/ 
<| (| DOM, — t, RD)dr) dt. 
取 变 量 代 换 7 一 1 一 Ao, WA (5 42) 成 立 . 从 而 得 
h h 
lA us one S| Noag — (ROS | 998. 


0 


上 面 证 明 对 情况 p— oom q—cozt3& "AME Pa A. 定理 得 证 . 
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作为 定理 5 3 2 和 定理 5. 4 4 的 直接 推论 ， 令 Q Go = OG") ， 我 们 就 可 
以 得 到 比 定理 5. 1 2 稍 强 的 结果 . 
定理 5.5.1 Be O<a<1, 0<p, qL, Ml f(G € Hrag. 则 存在 正 的 
常数 C = COo) ， 其 与 f 无 关 且 满足 : 
uim Fs Heel EO, Vat Oy), 


SAMS 


| RA), la, <CU—p)"", Vpe (0.1. 
值得 一 提 的 是 ， 我 们 得 到 定理 5 5 2 在 单位 球 上 特殊 情况 下 的 结果 . 
JH LZCB . dV) 为 加 权 Bergman 空间 ， 其 包含 了 B 上 所 有 这 样 的 全 纯 函 
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Ze 8b EX B) CP BER EE C 


BL f. WE 


p 
| T | LE CBV 一 ([, | fz) Id V4 GO ) < 二 十 ee， 


其 中 O<p<oo, B>—1, Ml dV,(z) = A |z| dV), dV GO 为 单位 
球 上 规范 化 的 Lebesgue 测度 . 
f 的 连续 模 定义 为 


1/p 


wd, f. LIB, dV) sup (Í, | fle") — fC) |a V, GO) 


令 0 二 a 过 1. 一 个 函数 / € LAB, dV 被 称 为 属于 a— Holder 类 当 且 
仅 当 


wlp, fr LEB, dV) «Co^, Vee (0,1), 
其 中 C 仅 依赖 于 了 . A ALO , dV) 表示 Bergman 23 [i] L^ (B, dV,) 
中 的 a— Holder 2€ . 
回忆 径 向 导数 的 定义 
jo Wh E 
Rf G) 25 an 0D. 


我 们 记 (Rf),(z) = Rf (pz). 
定理 5.5.2 H0<a<l, fe) € LAO dV,) . 则 存在 一 正常 数 C= 
CC. B) ， 独 立 于 上 使 得 
wlos f; LIB, dV) < Co^, Vp€ (0,D, 


3 BÓ 
| RP), | L? BdV p) x C(O c ， Vee (0.1). 


特别 地 ， 
f EACLE B AV, IS | RA, | wap 
—O(10—p*)0. pol. 
众所周知 : 在 某 种 意义 下 ，Hardy 空间 H^CU) 可 认为 是 加 权 Bergman 25 
间 LEU, dV) W B—>— 1) 的 极限 情形 . 这 样 ， 定 理 5 1 1 的 确 是 定理 
5 5. 2 的 极限 情况 ， 即 8 一 一 1 . 
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$61 1$ 景 


用 U 表示 复 平面 C 上 的 单位 圆 盘 , HU) AU LAS RAS. 
Dirichlet 函数 类 D,(U) 定义 为 


D,U):= |f E€ HU): Iflg ete (z) |^dmCGoO <1), 


其 中 dm(z) AU 上 规范 化 的 Lebesgue WE, 1-5 p—oo. 
Hardy 空间 H’ U) 由 U 上 所 有 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 数 f 构成 : 


I fla = sup (| | flew) [tdotw))" < c, 


其 中 do 为 单位 圆 T-9U 上 的 规范 化 的 Lebesgue 测度 . 熟知 (参见 [17,23]) 


Dy CAP, 
WHE f € HOD. HAA Taylor 展开 
= (让 
fi 一 daz’, a - E, z CU. 
j=0 ` 


Fejér 算 子 的 序列 (o. CJ) 157 
oo Cf) Cz) 一 0， 


el. 


of) C2) = 5 (=g, REN. 


j=0 
假定 U AH’ CU) FTE, id 
F,QU.H?):— supí || fg) lel. 


E,(U,H’):= supt{E.( fou" }» 
feu 


Ze 8b BR C7 B) CP BER EE C 


E, Cf) u* = inf( || f£ — P || w:P € Pia), 
Pa 表示 至 多 上 一 1 次 代数 多 项 式 全 体 . 
周期 函数 可 以 通过 其 Fourier 级 数 的 Fejér RFU Cf. BM) . 关 
于 单位 圆 盘 全 纯 函 数 的 逼近 理论 参见 L13，14，15，16 
最 近 ，Savchuk 给 出 了 单位 圆 盘 U 上 Dirichlet 类 由 Fejér 算 子 逼近 的 精确 
估计 : 


定理 6.1.105 设 1<p<ce 和 方 十 方 一 1 则 
(1) 对 任意 RCN. 


T min(p.q) 


- < E,CD,, H^) < F,(D,,H*) 
Gai —13 +1)% 


1 
(396 — DE D* 


< 


(2) 对 任意 f€D,, 
ll f—o GO || a = olk), -> co, 
对 于 多 复 变 全 纯 函 数 ， 情 况 则 较为 复杂 . 本 章 目 的 是 将 上 述 结果 推广 到 
C 中 的 单位 球 B 上， 建立 用 径 向 导数 定义 的 Dirichlet 类 D,(B) 通过 Fejér 算 
子 通 近 的 相应 绪 
JH HOB) 表示 单位 球 B 上 的 全 纯 函 数 全 体 . a fC ACB), W fi) 具有 
齐 次 展开 


fiz) = SPR ie), (6. 1) 
j=0 


其 中 F(z) Hj 次 齐 次 多 项 式 . 
回忆 f 的 径 向 导数 定义 为 


n af 
Rf (e): 2i Bs 


也 可 以 写成 
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Rf(z) = NUM te) = SUF ted, 
j=l 


j=0 


对 s 宇 0， 径 向 导数 R'*f 定义 为 


Rf = EG = Ut. 
Hardy 空间 H^ = H^CB) 由 所 有 也 上 满足 下 列 条 件 的 全 纯 函 数 工 构成 : 
| £V. = sup | | Ferg) [Pole <, 
He ostis 
其 中 do CD 为 Shilov 边界 S=oB 上 的 规范 化 的 Lebesgue WE, H^ A B 
上 的 有 界 全 纯 函 数 ， 范 数 为 
| fla 一 sup | f(2) |. 
& dvu(z) 为 B 上 的 规范 化 Lebesgue illl RE . Dirichlet 函数 类 D, = D,CB) 
由 径 向 导数 定义 为 


= (fE HB: | flg = | RAG dole) <1, 1<p <0). 
B 


我 们 将 在 定理 6 2 3 中 证 明 以 下 事实 : 
D,(B) C H*(B), 1<p<c. 
因此 ， 在 边界 S E. Dirichlet 类 D, 中 的 每 个 函数 都 具有 边界 值 ， 其 Ba 
nach 空间 L,(S) 中 函数 且 具 有 范 数 为 


lss (f |+ ldo)". 
8^7. IESER’, All fll wey — M fll 1,0. 
类 似 于 D, ， 我 们 引入 一 类 全 纯 函 数 
= (f: fE HCB), | Rf l m <U.l<cp<om, 
显然 ， 其 为 D, 的 子 类 . 
利用 函数 f(z) € HOB) 的 齐 次 展开 引入 Fejér 算 子 序列 (on CD 
o; (fo(z) 一 0， 


>|- 


k-1 " 
oi CE) GO :一 2 ol eds REN. 


FETS] A BERA: 
- 111 ， 


Ze 8b BR C7 [B] CP BERE C 


F,CD,., H^) = sup { | f-a fd | uj» 
fed, 
E,CD,.H*) = suptE,( fou} 
/ED 

其 中 

EP) w :一 inf {|| f=P |l wP E Pia} 
和 Pi_ 1 为 至 多 k—1 次 代数 多 项 式 全 体 . 
我 们 的 主要 目的 是 获得 Dirichlet 函数 类 利用 Fejér 算 子 在 Hardy 空间 范 


数 下 的 精确 逼近 阶 和 上 界 估计 . 


在 


为 : 
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为 证 明 包 含 关系 D, CH*， 我们 需要 引入 广义 混合 模 空 间 . 
一 个 定义 在 L0, D 上 的 正 连续 函数 OC) 被 称 为 广义 正规 函数 ， 如 果 存 


s>0 ÑE- rroo) 为 一 正规 函数 . 


定义 6.2.1 (参见 [58]) 广义 混合 模 空 间 H, (O< pqg <) 定义 


H,,Cp) = (f € HOD. fll NAT 
1 
= | (1— D^ 9^ G)ME GR fdr « o9), 


HEP s > 0 Fl — rror) 为 正规 的 . 
517 6. 2. 209. g O0<p2<q<co. Ml 
CIO FUIT C A? Ce) C HUC 
(13 FS, CÓ C HB) C HC. 
定理 6.2.3 h1l<p<co. Il 


D,CB) C H^(B). (6, 2) 
证 明 : 由 广义 混合 模 空 间 H p (0) 性 质 (参见 [59] ) ， 直 接 易 得 

H, (Ar C H,,,(d—1)"),a<b, (6 3) 
ME p=2 ffc. 

H,..(A—r)") C Hy, (A —r)"),a € R, (6 4) 
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其 可 由 Holder 不 等 式 得 到 . 
所 以 由 (6. 3), (6 4) 和 引 理 6 2 2， 得 到 
CIO ¥1<p<2 时 ， 
D,(B) C H,,,d—n? YC H,,O)C H’(B). 


Ci) 3 2<p<oomt, XHE WB 0. 
D,(B) C H,,(1—r)*?) 
C HUI —7)y 9) 
C H;,0) 
C H?(B). 


363 一 些 引 理 


我 们 记 
k-i 5 
Q.,CO GO) = 320.— 499 9 31,00, z€B, (6. 5) 


ic, Poisson 核 


1-?r’ 
| Tre ye 4? bi 


Pire” se”) = 


Sf =a, EPz=a AEU MEES. fGo € HB), Bi 
fea) € HU). ATU C6 5) A 


k—1 ^ 
Go UIT = OPO = MU Tat YE CDI . (6. 6) 


531 6.3.1 ix f. € HU). 则 对 任意 9€ [0.2] , p € L012 EN, 


i0 o f 2x d it 
Ate e fte = zu 307 dtrdr (& 7) 


OP pf 2x fe 
Qin Cf Qe") — f(0) = cf |, Fat) o, CL PEP 949 979 dirdr. 
(6. 8) 
证 明 : 我 们 仅 需 证 明 (6 8) ， 类 似 可 得 (6 7) . 
由 (61), 得 
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FE = SVP O. 


所 以 有 
PO Yu, 
j=1 


Pu ee tO ere 


j=l 


由 三 角 函 数 积分 的 正 交 性 质 ， 我 们 可 得 


2 
pf 2r , $ ig 
fee ) > (1— $0 9 DH Vn dirdr 
0 


| D 
| 


9 k-1 
Zn 
f (re) S - egy Dy le iCj Dto iG Dédtrdr 
0 " 
j=1 


| "2jF, (Or d= ped )e? dy 
0 


(1 — £g?) F, (opel 


J=1 
= Qua fe) (ge?) — fCO). 
引 理 6.3.2 if; € HU). 则 对 任意 9€ [0.2z] pE [0. D. k EN, 


ik 
fiae — Qu fe) Gre”) = <] : 


0 


2r 
a fom ag Pee ,e” )dtdr. 
0 


(6, 9) 
TEMA: 我 们 首先 将 引 理 6 3. 1 中 (6. 8) 的 核 函数 改写 为 


k-2 
3 h (1 — PEEP Ypie D 
j=0 


k-2 k—2 

- 5 rete — pte D0 > ye $70 
j=0 j=0 

E. pho} giao 


— VE iG (6-0) 
teiro 1 ir 3 


1 = re t) 


» 
T= re iC(0—t 
T " " o Le ah 
= 1 re lok 1) (@-0) r*e 2)(0—1) | rk le i(@-t) 
5 元 = T 一 
1 = ree 1 =» re! 0—10 1 — ye i(6-t) 1 — re i(t) 
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en 1 k-1 i(k—1) (0-0) io 0 pg 
= eo 8 P Cre" sh 4-7 
l—re l—re 


将 其 代入 (6. 8) 式 并 利用 (6. 7) 和 关系 式 
[s f'ere”) i 一 0. 


我 们 可 以 得 到 公式 (6. 9) . 


引 理 6. 3.345 设 f 为 S$S 上 的 函数 ， 且 仅 依 赖 zi ，… 


n. 则 可 认为 定义 在 B, 上 而 且 


9 Zk» 其 中 1<k< 


| fdo = Ww Q.— [wo |) f Cu) do, Ga) , 
S B, 


k 


其 中 B, Jy C, 中 的 开 单位 球 ，dw 为 B, 上 的 规范 化 的 体积 测度 . 


我 们 需要 逼近 论 中 的 对 偶 关 系 . 


引 理 6. 3. 4". 设 X 表 示 赋 范 线性 空间 ， 模 为 上 "| x, Y AX PAF 


lg. fEX NY. W 


E(f,Y) = inf l.f—&glx- supa), 


Hp Yt. {a € X* Ace) = 0, Ve € Y}. 
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| reeset 
hCz) = i a 
P(E lra+y 


利用 引 理 6 3 3， 可 得 


1 
let ll, =e (2nf Par] || "dot ) 
0 S 


2n hi 77 
= (zz a, a) 


d. 
D 


b 


=k Buts D| wla wdowa) 


2n + kp 
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r( T 1D à 


PIE enn) 


由 于 AGO |o, — 1. B AGO € D,OD . ITTÉCRI A CO 给 出 


E,CD,, H*) 的 一 个 下 界 . 


E3641 设 1<p<cofl += 1. 则 


CO) WHERE REN HE emm, 
kt S E(D, H’) < FO, HP) Sk. 
(2) 对 任意 FED, 
lf —e CO lg = o(& *),k— co 
证 明 : 我 们 首先 证 明 CD. 
由 对 偶 关 系 〈 见 引 理 6 3 3), Al 
E,(h, H’) = supí |< hsg >| ag E€ L058). [s | LO = 1}, 
其 中 


< hg >= | pedo. 


Lee (go E LAD. <a 9 — D, [e| — 0, 1,5, — 1) 
我 们 取 

kq * 
r( 2 Tu 


r(g + Dre) 


gH) 一 人 站。 


易 知 等 式 (参见 [4]) 
f if m£ ls 


(n—1)!m! 
(a-re 


其 中 m = m, Mas **% 5 m,), l= em (By Ly 为 多 重 指标 ， 
|m|=m, +m, +e +m . BM eg ELS) A | gi L,=1. 


| etap = if m=l, 
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E,CD,. H^) > E.G, H^) 
区 |< tie S| 
kg | )* kp Wy)? 
me [t| Eta tet) 
nr IG +n) r( 2-1) EET 
“2 BT 
在 上 面 最 后 一 步 ， 我 们 使 用 了 如 下 事实 : 
THa s ne 
TG-cb i 


Hp a, DER. 

现在 我 们 给 出 F,CD,, H) 的 一 个 上 界 . 

对 任意 fED,， 由 引 理 6 3. 2 和 Holder 不 等 式 ， 得 
| eC e) — Qu Fd Ger e?)|? 


b 


=< (aj | S | félre") | 1P Cre” soll dd 
TJO 0 


of in | | 
< ml f | félre") |^P (re* iode ee | 
0 0 


7t 


1 (k-2n+1—p) i i 27 一 1 1 

x ie | rE nt+1—p 1P (ret ec”) dtr? bid 

TJO JO 

b 


a 


^ p 2r E 
< l| | | félre" ) |P Cre" se irre . [205—229 ud 
TJO 0 2 


最 后 一 步 利 用 了 假设 >, RERE eq tag 22020, 
所 以 在 [0, 2xj]」 上 对 .0 积分 并 使 用 Fubini 定理 ， 我 们 可 得 估计 式 


Zn 
zl | Feo? eo”) — Qu CF Qe?» | *48 


2r. 
1 fef? -ë 
< l| | | Ge?) |^dtr? "dr 。 (2 — 2n) Tu) 
元 Jo Jo 2 


在 S 上 积分 并 再 次 使 用 Fubini 定理 ， 得 到 
k | FOCO- Qu ur» | "do CE) 
2r 
2 i >|, | fp e» — Qe fed Ge?) |^düds C) 
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TE > 


E 
| “le | ftre* 2 | dar? dr « (3 —20 TU) “do (D 


£o 
g 


s]. 
=i; 


Lf d | Rf Cre* O| dtr” "drds (QD « (2 29 +n) 


-$ 


2f ) | Rf GO |^de (Qrdr « (gti ta) i 


-— 


le, .fEtk— 4 
E ll f | b, a NUTUS 


所 以 对 FE D,， 


1 


7g ) R20) +n) : 


| fp *) — Qr Cf) Co +) | L,(S) < ( , Vo € L0 ,1). 


Ha 
对 上 面 不 等 式 取 极 限 o>1 ， 考 虑 到 极限 关系 
I) Ut) 
并 利用 Riesz 定理 〈 参 见 L5]) 
l| FO — flo) lic +0, por, 
我 们 可 得 


1 


Fk 2 +n) í 


Il £—o Af) T T 
n? 


因为 了 为 D， 中 任意 图 数 ， 故 
3 aR an t nye 


bo 


| FCD, H^) || < (í 


d 
nb 


) 同上 , 假设 f AD, 中 任 一 函数 . 由 引 理 6 3 2， 利 用 上 面 同样 方 


i FEO — QA NGO |*do ll) 


z|[ fep -Q. og reo 'atasco 


if | 1) ef * i pl it 0 i 
< 去 | i| | | Rf Ge* t£) |r POes* pe” didr düdc CE) 
s 2rJo T J0 Jo 
1 LINES 
«zl udi [REGO [de Code » (F) ， (6 10) 
0 S 
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上 式 最 后 不 等 式 由 Holder 不 等 式 得 到 . 
因此 ， 采 用 与 (1) 同样 讨论 ， 我 们 得 到 估计 式 


1 1 
i (Fett (ie = 2 P | [REGS [^s oar | e (& 1D 


由 于 JE D,， 对 任意 固定 0 和 任意 k22n, IES BBR, OR 
1， 满 足 
f, AJ IRD ldo Ddr (6 12) 
注意 到 
| | (IRFCO)|"do(Odr <R || flo SRO. (19 


所 以 由 (6. 11) - (6. 13) ， 可 得 
ni || f—o GO lg LHR) — 2, kh > 00, 
定理 得 证 . 


E3642 i 1<p<ooMl +7 =1, 则 对 任意 REN, 


k x OEKHLHO < FGH?) < E 
证 明 : 取 
kp $ 
"d 
hCz) n E 
ryt 1\ Ta) 
和 


kg D 
m D I 
go =o» 


r( 2 --1)ro» 


通过 计算 容易 得 到 || AGO |a — 1. Be 
hG) € Hj. 
与 定理 64 1 (D 证 明 相 同 ， 我 们 可 得 
E, CD,4 H?) > E, (h, H’) 
= «hg 
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hg o 、17 kb , \)? 
O (TD l TCS n) | r ? n 
DO +n) kg ， kp o, 
PO D r(3 !) 
~ kË, 


i f€ H,. 由 于 
sup | [REGO "doco & 1s 
由 不 等 式 (6 10 可 得 : Vo € [0,1)， 


| rep =Q PG?’ D |*de C 


È 
q 


ji 
«2l ger IRE GO |'deCOdr « ky 
0 S 


2 at jd 
qo . EAT LX E (6 14) 
E (x) (x) 
H (6 14) ， 与 定理 6. 4. 1 CI). 证 明 一 样 ， 取 极限 o1 ， 得 到 所 需 
4t FH 


HRN. 


TE: 由 定理 64 2 的 证 明 过 程 ， 我 们 可 以 看 到 : TP n=1 it. 4 


LacEGHO) = FH Heo 


这 就 和 Savchuk 在 5 中 所 得 的 结果 保持 一 致 
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